2.  Weryfikacja symulacji numerycznych przeplywow lepkich i
termicznych

W rozdziale tym przedstawiono krétkie wprowadzenie dotyczace matematycznego sformutowania
modelu stosowanego przy symulacji przeplywow lepkich i termicznych. Nastgpnie zostaly zwigzle
opisane metody numeryczne, ktore zostaly wykorzystane do stworzenia programéw analizujacych
przedmiotowe przeptywy. Przedstawiony zostal szczegdlowy opis programdOw oraz proces ich
weryfikacji. Na koniec zdefiniowano wzorzec numeryczny, ktory moze stuzy¢ do weryfikacji
programéw analizujacych przeptywy lepkie i1 termiczne oraz przeprowadzono pordOwnanie
efektywnosci i doktadnos$ci réznych programéw z wykorzystaniem zdefiniowanego wzorca.

2.1. Matematyczne sformulowanie problemu

Punkt wyj$cia dla numerycznej mechaniki plynéw dla omawianej klasy przeptywdéw stanowia
zasady zachowania masy, pedu i energii. Dla otwartego i spojnego obszaru £2 © R’ mozna zapisa¢
powyzsze zasady w kartezjanskim uktadzie wspotrzednych x = (x1 , Xy, X3 )nastqpujqco:

e zasada zachowania masy:

a [ plx.)d0=0 2.1)
Q1)
e zasada zachowani pedu:
d - -
- Jpleiplenao = [plx.07(x0a0 [7,,(v.0)ds (2.2)
t Q1) Q1) oQ(1)

e zasada zachowania energii:

d [ p(x.0)e (x,0)d2 = [ p(x,0) (x,0)0(x,0)d2+ |7, (x.0)0(x,0)dS — [q(x,0)a(x,0)ds
dt Q(1) Q1) Q1) Q1)

(2.3)

Powyzsze roéwnania (2.1)-(2.3) zaktadaja brak zrédet i upustow masy, pedu oraz mocy cieplnej w

obszarze (2 Roéwnania (2.1)-(2.3) z postaci catkowej mozna przeksztalci¢ do postaci rownan

rézniczkowych korzystajac z twierdzenia Reynoldsa o transporcie (szczegdélowe wyprowadzenie

mozna znalez¢ w pracach [86,87], ponize] przedstawione sa istotne zalozenia przy tego typu

przeksztatceniu).

Dla naszych potrzeb przyj¢to zatozenie o niescisliwosci 1 statej wartosci lepkosci dynamiczne;j
p(?c, t) = p = const (2.4)
,u(fc,t) = U = const (2.5)

oraz wykorzystano fakt, iz sity powierzchniowe f

pow

(X’,t) mozna wyrazi¢ przy pomocy tensora
naprezen G(X,t)
Sy (Eot) = (%, )i () (2.6)

Tensor naprezeh mozna z kolei wyrazi¢ poprzez konstytutywny zwiazek dla pltynow
newtonowskich

- —[ P+ % ,udivﬁj]z +2ub .7)

Qu

przy pomocy tensora pr¢dkosci deformacji o

g = %(Vﬁ +(vv)) 2.8)

oraz tensora jednostkowego [/ , co w rezultacie pozwala na zapisanie rownan (2.1)-(2.2) w postaci
réwnan rozniczkowych czastkowych, ktore nazywane sa rdwnaniami Naviera-Stoksa:
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div(v)=0 (2.9)
ov

o
Przeksztatcenie rownania (2.3) do postaci rézniczkowej wymaga przyjecia kolejnego zwiazku

konstytutywnego okreslajacego gestos¢ przewodzonego strumien ciepla § przez brzeg obszaru

P+ pvVy = —Vp + uAv + f (2.10)

€. Przyktadem takiego zwiazku jest prawo Fouriera, ktére mozna zapisa¢ nastgpujaco:

g=—-VT (2.11)
Wykorzystujac prawo Fouriera oraz zakladajac stale wartos$ci ciepla wlasciwego przy statym
cisnieniu ¢, (2.12), przewodnictwa cieplnego x (2.13), lepkosci dynamicznej y (2.5)

cp(i,t)ch = const (2.12)

Kk(X,t) = K = const (2.13)

oraz zaktadajac brak zrodel mocy cieplnej 1 brak zmian energii wskutek sit masowych, mozna
réwnanie (2.3) zapisa¢ w formie rézniczkowej nastgpujaco:

pc, %—f+ pe, (VT )5 = kAT +2utr(5 - 0) (2.14)

Ostatni czton po prawej stronie okresla dyssypacjg¢ energii wewngtrznej spowodowang sitami
lepkimi 1 jest zazwyczaj pomijany przy modelowaniu przeptywow konwekcyjnych.

Roéwnania (2.10) dla przeplywéw konwekcyjnych jest powiazane z rownaniem (2.13) poprzez
postaé czlonu sit masowych f. Zalozenie stalej wartoéci gestoéci p w réwnaniach Naviera —

Stoksa (2.9)-(2.10) we wszystkich cztonach za wyjatkiem cztonu sit masowych f prowadzi do
uproszenia zwanego modelem Bousinessqua. Zmiana ggstosci plyny wraz z temperatura, na ogoét
liniowa, w czlonie sit masowych odpowiedzialna jest za generacj¢ przeptywoéw konwekcyjnych.
Przy przyjeciu liniowej zalezno$ci zmian gesto$ci od temperatury, czton sit masowych mozna
zapisac jako:

J=pr(r-T,) (2.15)

W przypadku, gdy zmiana gestosci w funkcji temperatury nie jest liniowa czton ten musi zawierac
jawnie podana zalezno$¢ gestosci od temperatury postaci:

f=2p(T) (2.16)
Peten uktad réwnan rézniczkowych opisujacych niescisliwe przeptywy lepkie i termiczne dla
potrzeb niniejszej pracy z uwzglednieniem powyzszych zatozen (2.4)-(2.8),(2.12)-(2.13) mozna
przedstawi¢ nastgpujaco:

div(v)=0 (2.17)

pg—‘;+p\7V\7=—Vp+yA\7+j (2.18)
oT ~

pe, ot pc,(VT)w = kAT (2.19)

Uktad réwnan (2.17)-(2.19) stanowi punkt wyjscia dla metod numerycznych opisanych w
nastepnych podrozdzialach. Wektor sit masowych f przyjmuje postaé (2.15) lub (2.16) w
zalezno$ci od wlasnos$ci termo-fizycznych cieczy modelowej. Niewiadomymi sa zazwyczaj trzy
sktadowe predkosci v = (vl,vz,v3) , ci$nienie p oraz temperatura 7.

Poprawne sformutowanie zadania wymaga dodatkowo podania odpowiednich warunkow
brzegowych okres$lajacych predkos¢ i temperaturg, ktore ogdlnie moga zosta¢ sklasyfikowane
nastepujaco:

e warunek brzegowy I rodzaju (warunek Dirichleta)
T'=T na 0Q, (2.20)
v=v, na 0Q, (2.21)

1
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V=0 na 0Q. (2.22)

e warunek brzegowy II rodzaju (warunek von Neumanna)

or =0 na OQ. (2.23)
on
e warunek brzegowy III rodzaju (warunek mieszany)
Z—T =a(T-T,,) na 0Q. (2.24)
n

Typ warunkéw brzegowych jest dostosowany do wykorzystywanej geometrii obliczeniowej 1i
fizycznego charakteru problemu. Warunki brzegowe okreslajace predkos$¢ definiuje si¢ zazwyczaj
przy pomocy warunkéw [ rodzaju (2.21) — (2.22), natomiast do okreslenia warunkéw na
temperaturg wykorzystuje si¢ wszystkie trzy rodzaje (2.20),(2.23),(2.24). Termiczne warunki
brzegowe oraz warunki brzegowe na predkos¢ zdefiniowane sa na pewnych podobszarach 0.

pokrywajac caly brzeg domeny obliczeniowej 2. Réwnania rdézniczkowe z warunkami
brzegowymi oraz warunkami poczatkowymi na predkos¢ vy i temperatur¢ 7y w obszarze (2
stanowia problem poczatkowo — brzegowy, ktory jest przedmiotem rozwazan numerycznej
mechaniki ptynéw dla omawianej klasy przeptywow.

2.2. Metoda roznic skonczonych (SOLVSTR)

W rozdziale tym przedstawiono opis metody roznic skonczonych wykorzystanej do stworzenia
programu SOLVSTR. Program ten rozwiazuje roéwnania Naviera — Stoksa przetransformowane do
rownan na wirowos$¢ 1 funkcje pradu wraz z rownaniem przewodnictwa ciepta. Opisano
zastosowane metody i schematy numeryczne, a takze przedstawiono proces weryfikacji programu
przy pomocy istniejacych wzorcéw numerycznych dla przeptywoéw lepkich i termicznych.

2.2.1. Opis metody

Bezposrednie rozwigzywanie numeryczne rownan Naviera — Stoksa dla przeptywow niescisliwych
jest utrudnione ze wzgledu na posta¢ cztonu ci$nieniowego. Wystepuje w nim gradient ci$nienia,
ktory jest niewiadoma. Z tego wzgledu ci$nienie musi zosta¢ wyliczone przy pomocy roéwnania
(2.9), w ktérym w sposob jawny nie wystepuje. Problem ten jest kluczowy i nie trywialny przy
rozwigzywaniu rownan Naviera — Stoksa totez stworzono szereg metod, ktore polegaja na
przeksztalceniu rownan (2.9)-(2.10) do postaci nie zawierajacej w sposob jawny cisnienia. Jedna z
nich jest metoda, wykorzystana w programie SOLVSTR, ktora polega na transformacji réwnan
(2.9)-(2.10) do roéwnan na wirowo$¢ @ oraz funkcje pradu y. Wirowos¢ @ definiuje si¢
naste¢pujaco:

@ = rotv (2.25)
Dla przeptywow ptaskich wirowo$¢ ma jedna skladowa i przedstawiona jest dalej w postaci
skalarnej. Natomiast funkcja pradu y dla przeptywdéw ptlaskich jest funkcja skalarna dwodch
zmiennych spehniajacych nastgpujace warunki:

v, = hd (2.26)
oy
v, = _o¥ (2.27)
Ox

Dzigki takiemu podstawieniu réwnanie ciagtosci (2.9) jest spetnione tozsamosciowo. Obliczajac
rotacje obu stron réwnania (2.10) otrzymamy réwnanie ewolucyjne na wirowos¢ zwane
réwnaniem transportu wirowosci, ktore nie zawiera ci$nienia:

8—60+v18—60+vza—a): VAw + rotf (2.28)

ot Ox, ox,
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Dodatkowe rownanie wiazace wirowos¢ z funkcja pradu otrzymuje si¢ po podstawieniu warunkow
(2.26)-(2.27) do réwnania (2.25), otrzymujac nastepujaca zaleznos¢:

-AY=w (2.29)
Réwnania (2.28)-(2.29) oraz réwnanie (2.19) stanowia punkt wyjécia do konstrukcji rownan
réznicowych, ktére nastgpnie rozwiazuje si¢ numerycznie. Konieczne jest roOwniez
przetransformowanie warunkow brzegowych na predkos¢ tak, aby otrzyma¢ warunki brzegowe na
wirowo$¢ 1 funkcje pradu. Warunki brzegowe dla funkcji pradu wynikaja bezposrednio z jej
definicji, natomiast warunek brzegowy na wirowos$¢ jest otrzymywany z rownania (2.29) przy
zatozeniu z gory rzedu doktadnosci. Dla potrzeb programu SOLVSTR zostata wykorzystana
formuta Woodsa [88] drugiego rzedu doktadnosci.

Kolejnym istotnym etapem budowy programu jest przyjgcie odpowiednich skal bezwymiarowych,
ktore wykorzystuje si¢ do ubezwymiarowienia réwnan (2.28)-(2.29) 1 (2.19). Wybdr ten jest
podyktowany charakterem modelowanego przeptywu. Opierajac si¢ na analizie wymiarowej
przeprowadzone] przez Bejana [76] zaimplementowano trzy rodzaje skal bezwymiarowych do
transformacji zmiennych wymiarowych do bezwymiarowych. Okazuje si¢ bowiem, iz
odpowiednie przyjecie tych skal utatwia proces numerycznego rozwigzania zadania.

Ze wzgledu na to, iz poprawno$¢ programu SOLVSTR zostanie zweryfikowana w oparciu o
wzorce numeryczne dotyczace modelowania stacjonarnych ptaskich przeptywéw konwekcyjnych
dla geometrii w ksztatcie kwadratu o dlugosci L, w ktérym ruch wywotany jest na skutek roznicy
temperatur AT = Ty, — T, pomigedzy przeciwlegtymi pionowymi bokami kwadratu, zdecydowano
sig, na podstawie analizy wymiarowej [76], zaimplementowa¢ dwa rdzne typy skal
bezwymiarowych dla przeptywow lepkich i termicznych. Pierwsza skala jest wlasciwa gdy réznica
temperatur AT jest niewielka, a wynikowy stan stacjonarny charakteryzuje si¢ réwnowaga
pomigdzy konwekcja a przewodnictwem. Wtedy czlon konwekcyjny i przewodno$ciowy w
rownaniu (2.19) sa podobnego rzedu. Wychodzac z tej zalezno$ci mozna otrzymac nast¢pujace
zmienne bezwymiarowe:

0=(-1.)(T,-T.) X,=x/L X,=x,/L V,=pc,vL/x V,=pcv,Lix (2.30)

W przypadku gdy réznica temperatur AT jest duza, a lepko$¢ pltynu jest niewielka tworza sig
warstwy przy$cienne wzdhuz pionowych krawedzi. Ruch odbywa sig¢ jedyni w poblizu krawedzi,
totez zakladamy iz, czton wypornosciowy musi réwnowazy¢ czion konwekcyjny w rownaniu
(2.28). Bezwymiarowa skala dla predkosci jest oszacowana, na podstawie analizy wymiarowej,
maksymalna warto$§¢ predko$¢ osiagana wzdluz pionowych krawedzi. Wtedy zmienne

bezwymiarowe maja nastgpujaca postac:
1 1

0=(-T)(,-T.) X,=x,/L X,=x,/L V,=pc,vL/xRa> V,=pc,v,L/xRa>
(2.31)
Dodatkowo, aby moéc przeprowadzi¢ weryfikacje kodu przy pomocy wzorca numerycznego
zdefiniowanego przez Ghia i wspotautorow [39] wprowadzono skalg, ktéra jest uzyteczna, gdy
mamy do czynienia z konwekcja wymuszona poprzez z gory zadang warto$¢ predkosci jednej ze
$cian v~ . Wzorzec ten dotyczy rozwiazywania rownan (2.28)-(2.29), z wylaczeniem réwnania
energii (2.19), a zastosowanie znajduja nastepujace zmienne bezwymiarowe:

X, =x,/L X,=x,/L V,=v/vi V,=v,/v, (2.32)
Szczegdtowe wyprowadzenie powyzszych skal oraz wyjasnienie zasad analizy wymiarowej, ktora
zostata wykorzystana do ich wyprowadzenia mozna znalez¢ w ksiazce Bejana [76].

Program SOLVSTR zostal stworzony do analizowania przeptywow, ktore obejmuja trzy

wymienione wyzej przypadki. Totez rozwiazywane sa nastgpujace bezwymiarowe rownania
(2.33)-(2.35) z statymi F;, F», F3, K;, K5, Pj, P,, P3, B zgodnie z Tabela 2.1.

FO° k| 0?1y 92 |_prym-pol (2.33)
ot ox, ox, ox,
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oY

F, o0 K|V, 99, v, 00 P,AG (2.35)
ot axX, ax,
Skala Fq F, Fs K1 Ko P1 P> P3 B
(2.30) | Alye | Uy, | 1y 1/Pr 1 1 1 1 Ra
(2.31) | 1y, | 1y, | 1y | RaY¥/Pr | Ra'? 1 1 1 Ra'/?
(2.32) | 1/y, 1/y, - Re - 1 1 - 0

Tabela 2.1. Zestawienie wykorzystanych skal bezwymiarowych w programie SOLVSTR

Poprzez ubezwymiarowienie problem konwekcji naturalnej dla plaskiej geometrii o ksztalcie
kwadratu mozna zdefiniowaé¢ podajac dwie bezwymiarowe liczby: liczb¢ Rayleigha (Ra=
pchgﬂATLj/yK), ktora okresla stosunek sit wypornosciowych do sit lepkosciowych oraz liczbg
Prandtla (Pr=puc,/x), ktora charakteryzuje ptyn. Przy modelowaniu przepltywu z pominigciem
zjawisk cieplnych wystarczy okres§lic liczb¢ Reynoldsa (Re), ktéra okresla stosunek sit
bezwtadnosci do sit lepko$ciowych.

W przypadku gdy poszukiwanym stanem dla powyzszych réwnan (2.33)-(2.35) jest stan
stacjonarny stale F;, F», F'3 zawieraja wspoOlczynniki relaksacyjne 1/y,,1/yy,1/ve, ktorych wartosci
nie wptywa na koncowy stan stacjonarny. Z tego wzglgedu moga by¢ tak dobierane by zapewnic
optymalng zbieznos$¢ iteracyjna. Takie podejScie pozwala na bardziej efektywne rozwiazywanie
problemu i nosi nazw¢ metody catkowania w pseudoczasie [89,90] (ang. false transient metod).
Jednakze w przypadku gdy chcemy otrzyma¢ wyniki niestacjonarne wystarczy przyjac
F1=F;=F3;=pL*/u. dla skal (2.30) i (2.32) oraz F=F,=F;= pchz/K-Ra'O'5 dla skali (2.31).

Program SOLVSTR wykorzystuje siatki kartezjanskie, rownomierne o statej odlegtosci
pomigdzy wezlami siatki rowne A (por. rysunek 2.1). Do dyskretyzacji przestrzennej rownan
(2.33)-(2.35) wykorzystano centralny schemat réznic skonczonych (CDS) [89], ktorego wzory
réznicowe dla pierwszej 1 drugiej pochodnej dla dowolnej funkcji ®@ maja nastgpujaca postac:

v, ©,-0, odb D, -D

o=y s (2.36)
ox |p 2h |, 2h

2 2

o c? :CI)E—2CI)2P+CDW ) c? :(DN—2CIZP+CDS 237
o | h o, h

W powyzszych wzorach indeks dolny oznacza wartos¢ funkcji @ w wezle siatki oznaczonym tym
indeksem zgodnie z rysunkiem 2.1. Do dyskretyzacji czasowej wykorzystano schemat jawno -
niejawny Cranka-Nicolsona [89], ktory dla ogblnego réwnania:

ad)g,x) ) (2.38)
mozna zapisaé nastepujaco:
> = @ +;[f(t,cl)’)+f(t+l,cl)’”) At (2.39)

Przy pomocy powyzszego wzoru mozna wyliczyé wartos¢ funkcji @' w kolejnym kroku
czasowym na podstawie wartosci funkcji ®' w poprzednim rozwiazujac linowy uktad réwnan
algebraicznych. Zastosowanie wzorow réznicowych (2.36)-(2.37) oraz schematu (2.39) pozwala
przeksztalci¢ réwnania (2.33)-(2.35) w trzy uklady rownan liniowych, ktore ze wzgledu na
wzajemne sprz¢zenie musza by¢ rozwiazywane jednoczesnie.
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Rys. 2.1. Molekuta obliczeniowa

Macierze algebraicznych uktadow réwnan liniowych powstalych w wyniku opisanej
powyzej dyskretyzacji sa rzadkie lecz ich wymiar jest proporcjonalny do ilo$ci wezlow siatki dla
kazdej niewiadomej funkcji. W przypadku, gdy niewiadomymi sa trzy skladowe predkosci,
ci$nienie i temperatura zachodzi konieczno$¢ rozwiazywania kolejno pigciu uktadéw réwnan o
wymiarze proporcjonalnym do ilosci weztow siatki (ang. segregated algorithm) lub w przypadku
zastosowania algorytméw sprzezonych (ang. coupled) jednego uktadu réwnan o wymiarze
proporcjonalnym do ilo$¢ weztow siatki pomnozonym przez ilo$¢ poszukiwanych funkcji (w tym
przypadku 5). W obydwu przypadkach zachodzi konieczno$¢ rozwiazywania tych rownan z
wykorzystaniem metod iteracyjnych rozwiazywania rownan liniowych. Mozna wykorzysta¢ na
przyktad metod¢ Gaussa — Seidla, jednakze metoda ta charakteryzuje si¢ zbyt duza ztozonos$cia i
wolng zbieznoscia iteracyjna, totez zdecydowano si¢ przeksztatci¢ kazdy z wynikowych uktadow
rownan liniowych przy pomocy metody ADI [91] na dwa uklady o tym samym wymiarze z
trojdiagonalnymi macierzami wspotczynnikow. W  wyniku otrzymamy sze$¢ ukladow
trojdiagonalnych, ktore sa rozwiazywane algorytmem typu TDMA [89] o zlozonos$ci liniowe;.
Sposob takiej dyskretyzacji zostanie przedstawiony przykladowo dla réwnania (2.34) dla
zagadnienia ptaskiego. Ré6wnanie to po zastosowaniu schematow (2.37)-(2.38) oraz formuty (2.39)
tworzy uklad réwnan liniowych, ktérego macierz w kazdym wierszu ma co najwyzej pigé
niezerowych wspolczynnikow. Macierz ta moze by¢ generowana na biezaco przechodzac kolejno
po weztach siatki (ztozono$¢ takiej operacji jest proporcjonalna do ilosci weztow siatki).
Przyktadowy wiersz takiej macierzy, uwzgledniajac notacj¢ z Rysunku 2.1. mozna zapisaé
naste¢pujaco:

2y AL\ Ly, Ay Ay Ay A
(1_'_ 74 j\P;l_V/ \Ptl 74 \Ptl 74 \Pll 4 \{jélz

e ) Y LT
2y, At oy, Ay Ay Ay A ,
(1— h*”z Jl}fp - 2‘”h2 N7 2Wh2 L. 2“/h2 L. Z‘th Wi +y, obAt (2.40)

Roéwnanie (2.40) jest zastgpowane dwoma uktadami réwnan trojdiagonalnych, zgodnie z metoda
ADI, ktore sa rozwiazywane kolejno po sobie. Faktoryzacja rownania (2.40) prowadzi do dwéch
uktadéw réwnan postaci:

v, At v AL Ly Ay A y ALYy Ay A
—2"' lI’W+[1+ z ]‘PP— LW, =+ - Y+ Y + "’2 w,(2.41)

h? h? ot E op? n? 2h°

v, At y ALY v Ay A v, At . vy, At . y At
- 2‘”h2 ‘P}v1+[l+ ;’lz j‘l’,’,l— 2Wh2 Y= 2“’h2 ¥, + 1——]'22 ‘pr+—2'”h2 ¥, + "’2 o),
(2.42)
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Istotny jest rowniez fakt, ze macierze uktadow rownan (2.41) i (2.42) maja dominujace przekatne,
co oznacza, ze uklady te sa nieoznaczone oraz dobrze uwarunkowane [92]. Metody iteracyjne
rozwiazywania uktadow liniowych sa zbiezne dla macierzy tej klasy.

Przy pomocy opisanego powyzej sposobu postgpowania dyskretyzowane sa rownania
(2.35)-(2.37). Jednakze ze wzgledu na to iz rOwnania te nie sg liniowe oraz wzajemnie sprz¢zone
zachodzi konieczno$¢ rozwiazywania ich iteracyjnie. W kazdej iteracji wewngtrznej
rozwigzywanych jest sze$¢ uktadéw réwnan liniowych trdjdiagonalnych postaci (2.41)-(2.42).
Rozwiazujac uklad rownan na wirowo$¢ @ pozostate niewiadome takie jak temperatura 6 czy
sktadowe predkosci v, v, (oblicza si¢ je przy pomocy funkcji pradu % patrz réwnania (2.26)-
(2.27)) traktowane sa jako znane i podstawia si¢ pod nie warto$ci otrzymane w poprzedniej
iteracji. Pelny algorytm rozwiazywania sprz¢zonych rownan (2.35)-(2.37) w celu osiagnigcia stanu
stacjonarnego mozna zapisa¢ nastgpujaco:

Algorytm 2.1.

(1) generacja siatki

(2) inicjacja warunkow poczqtkowych i brzegowych

(3) t=0

(4) t=1t+tAt

(5) wylicz wartosci funkcji pradu Y™ w kolejnym kroku czasowym t+1 (na podstawie

rownan — (2.41)-(2.42))
(6) znajdz wartosci sktadowych predkosci (rownania (2.26) — (2.27))

(7) wylicz warto$¢ wirowosci o™ w kolejnym kroku czasowym
(8) wylicz wartosci temperatury 6w kolejnym kroku czasowym
9) sprawd? zbieznos¢é, jesli H‘P”l -y ,oraz ‘a)Hl -0 , Jest dostatecznie mate to zakoricz

obliczenia, w przeciwnym przypadku wroé do punku (4).

Kazda iteracja (4)-(9) powyzszego algorytmu wymaga w instrukcjach (5),(7),(9) rozwiazania
dwoch uktadow réwnan liniowych postaci (2.41)-(2.42), ktore w programie SOLVSTR sa
rozwiazywane metoda TDMA. Mozna te uklady roéwnan rozwiazywaé rowniez innymi
iteracyjnymi metodami rozwiazywania uktadow liniowych, na przyktad metoda Gaussa — Seidla
[92], CG, czy GMRES [93]. Rozwiazywanie uktadéw réwnan liniowych jest najbardziej
czasochlonnymi obliczeniowo etapem przedstawionego algorytmu.

2.2.2 Weryfikacja programu SOLVSTR

W celu weryfikacji kodu SOLVSTR wykonano obliczenia numeryczne dla wzorcow
numerycznych zdefiniowanych w pracach Ghia i wspétautoréw [39], de vahl Davisa [15] oraz Le
Quere [16]. Otrzymane wyniki poréwnano z tymi wzorcami w celu okreslenia doktadno$ci
stworzonego oprogramowania i poznania jego ograniczen, w tym zakresu stosowalnosci.

Pierwszy z wykorzystanych wzorcow zostat zdefiniowany przez Ghia i wspotautoréow [39] w 1982
roku 1 dotyczy izotermicznego, niescisliwego 1 lepkiego przeptywu plaskiego ptynu
newtonowskiego w naczyniu ograniczonym trzema nieruchomymi i jedna ruchoma $cianka (ang.
moving lid cavity problem). Przeptyw jest wymuszony poprzez warunek brzegowy na gornej
krawedzi kwadratu. Do obliczen autorzy wzorca wykorzystali metod¢ wielosiatkowa 1 podali
rezultaty dla liczb Reynoldsa réwnych 100, 400, 1000, 3200, 5000, 7500 1 10000.

Program SOLVSTR w celu rozwiazania przedmiotowego wzorca rozwiazuje réwnania
(2.33)-(2.34) wykorzystujac zmienne bezwymiarowe (2.32). Zadanie rozwiazano dla liczb
Reynoldsa rownych 100,400,1000,3200,5000,7500,10000 na kartezjanskich siatkach o wymiarach
33x33, 65x65, 129x129, 257x257, 513x513 zaggszczanych jednorodnie. Przyktadowe rozwiazania
zostaly przedstawione na Rysunku 2.2, na ktérych przedstawiono pole predkosci wraz z polem
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funkcji pradu. Dodatkowo zostaly porownane profile predkosci pionowej V, wzdluz prostej
przecinajacej poziomo domeng obliczeniowa (Y=0.5) oraz profile predkosci poziomej Vi wzdtuz
prostej przecinajacej pionowo domeng obliczeniowa (X=0.5) uzyskanych przy pomocy réznych
siatek obliczeniowych z wynikami referencyjnymi [39]. Poréwnanie profili predkosci zostato
przedstawione na Rysunku 2.3

Dodatkowo w celu obliczenia wspolczynnika zbieznosci siatki — GCI (por 1.26), okreslenia
rzeczywistego rzedu zbieznos$ci rozwiazan (1.21) oraz oszacowania estymatora btedu rozwiazania
(1.17) porownano ekstremalne (maksymalne i minimalne) wartosci skladowej predkosci V,
wzdtuz profilu X = 0.5 oraz sktadowej predkosci V| wzdhiz profilu Y = 0.5 (Rysunek 2.3).
Sumaryczne zestawienie wspoOiczynnika zbieznosci siatki GCI, rzeczywistego rzgdu zbieznoS$ci
rozwigzan numerycznych p oraz estymatora bigdu rozwiazania ¢ zostalo przedstawione w Tabeli
2.2 dla liczb Reynoldsa Re =100 (a) oraz Re = 5000 (b).

Otrzymane wyniki dla nizszych liczb Reynoldsa pozwalaja na oszacowanie btgdu rozwiazania na
siatce 65x65 na okoto 8 %, na siatce 129x129 - 2 %, na siatce 257x257 - 0.3% oraz na siatce
513x513 — 0.01% (biorac pod uwage wartosci wspolczynnika GCI) co pozwala stwierdzi¢ iz
program SOLVSTR prawidtowo rozwiazal zdefiniowany wzorzec, a najdoktadniejsze rozwiazanie
otrzymane na siatce 513x513 obarczone jest btedem okoto 0.1% (najwigksza otrzymana wartos¢
wspotczynnika GCI dla tej siatki). Dodatkowo mozna stwierdzi¢, ze rzeczywisty rzad zbieznosci p
programu jest w przyblizeniu réwny teoretycznemu rzgdowi zbieznosci i wynosi 2.

Dla wyzszych liczb Reynoldsa (Re >= 5000) doktadno$¢ otrzymanych wynikow jest znacznie
gorsza. Rozwiagzanie otrzymane na siatce 257x257 obarczone btgdem wynoszacym nawet 17 %
wyliczonym dla maksymalnej warto$ci poziomej sktadowej predkosci (Tabela 2.2.b). Rzeczywisty
rzad zbieznos$ci p dla takiej liczby Reynoldsa zmniejszyt si¢ 1 wynosi okoto 1. Takie zachowanie
programu wraz ze zwigkszaniem wartosci liczby Reynoldsa jest oczekiwane gdyz wraz z
zwigkszaniem si¢ tej liczby pogarsza si¢ uwarunkowanie liniowego ukladu rownan bedacego
wynikiem dyskretyzacji rownania (2.33) — przestaje by¢ spelniony warunek silnie dominujace;j
przekatnej. Z tego powodu metoda iteracyjna rozwigzywania takich uktadow charakteryzuje sig
nizszym rz¢dem zbieznosci, a co za tym idzie dtuzszym czasem obliczen.

Siatka min V> GCI p e
33x33 -0,222240
65x65 -0,241399 0,079367(8 %) 0,025545(2.5%)
129x129 -0,246071 0,018986(2 %) 2,03591 0,006288(0.6 %)
257x257 -0,247051 0,003967(0.3 %) 2,253187 0,00132(0.13 %)
513x513 -0,247027 9,72E-05(0.01%) 5,351675 3,24E-05(0.003%)
Siatka max V> GCI p &
33x33 0,157937
65x65 0,171513 0,079154(8%) 0,018101(2%)
129x129 0,175274 0,021458(2%) 1,85187 0,007101(0.7%)
257x257 0,176481 0,006839(0.7%) 1,639691 0,002274(0.2%)
513x513 0,176541 0,00034(0.03%) 4,330319 0,000113(0.01%)
Siatka min V; GCI p &
33x33 -0,196911
65x65 -0,208160 0,05404(5%) 0,014998(1.4%)
129x129 -0,211241 0,014585(1.4%) 1,868326 0,004838(0.4%)
257x257 -0,211836 0,002809(0.2%) 2,372437 0,000935(0.1%)
513x513 -0,212065 0,00108(0.1%) 1,377542 0,00036(0.04%)
a) Re =100
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Siatka Min V, GCI p &

33x33 -0,320896

65x65 -0,613754 0,477159(47%) 0,137215(13%)
129x129 -0,477550 0,285214(28%) 1,104432 0,105048(10%)
257x257 -0,551242 0,133684(13%) 0,886189 0,042656(4%)
Siatka Max V, GCI p &

33x33 0,232566

65x65 0,471858 0,507127(50%) 0,144587(14%)
129x129 0,360791 0,307843(30%) 1,107342 0,114335(11%)
257x257 0,434014 0,168711(17%) 0,601061 0,053238(5%)
Siatka Min V; GCI p &

33x33 -0,235292

65x65 -0,498794 0,528278(52%) 0,149714(14%)
129x129 -0,366129 0,362345(36%) 0,990026 0,137358(13%)
257x257 -0,431652 0,151796(15%) 1,017714 0,048157(5%)

b) Re = 5000

Tabela 2.2. Zestawienie wspolczynnikow zbieznosci GCI (1.26), estymatora bledu ¢ (1.17) oraz
rzeczywistego rzedu zbieznosci rozwiqzania p (1.21) dla liczb a) Re = 100 b) Re = 5000.

Kolejnym wzorcem numerycznym wykorzystanym do weryfikacji programu SOLVSTR jest
wzorzec opublikowany przez Grahama de Vahl Davisa [15] w 1983 roku, ktory dotyczy
przeplywow lepkich 1 termicznych. Geometrig¢ obliczeniowa rowniez stanowi kwadrat, przeptyw
jest dwuwymiarowy, wywotany réznica temperatur pomigdzy pionowymi $ciankami kwadratu,
podczas gdy poziome $cianki kwadratu sa adiabatyczne. Rozwigzanie wzorcowe zostato podane
dla statej liczby Prandtla Pr = 0.71 (odpowiadajace przeplywowi w powietrzu) oraz dla liczb
Rayleigha réwnych kolejno Ra = 10°, 10%, 10°, 10°. Rozwiazanie zostalo otrzymane przy uzyciu
schematu réznic centralnych drugiego rzedu, a blad zbiezno$ci rozwiazania oszacowano przy
pomocy ekstrapolacji Richardsona na poziomie 0.1%, 0.2%, 0.3 % oraz 1% dla kolejnych liczb
Rayleigha.

Program SOLVSTR w celu rozwiazania niniejszego wzorca rozwiazuje roéwnania (2.33)-(2.35)
wykorzystujac zmienne bezwymiarowe (2.30). Przykladowe kontury funkcji pradu ¥ oraz
bezwymiarowe] temperatury @ wraz z polem predkosci dla kolejnych liczb Rayleigha otrzymane
programem SOLVSTR zostaly przedstawione na Rysunku 2.4. Na ponizszych rysunkach
widoczne sa stany stacjonarne dla liczby Rayleigha (Ra =10° ) (a-b), Ra = 10* (c-d), a takze dla
liczby Ra = 10° (e-f). Na rysunkach tych widoczna sa stany stacjonarne charakterystyczne dla
niskich liczb Rayleigha z prawie jednorodnym gradientem temperatury (a,b), nast¢pnie stan
stacjonarny przejsciowy dla umiarkowanych liczb Rayleigha (c,d), w ktérym czton konwekcyjny
réwnan ruchu jest w rownowadze z cztonem przewodno$ciowym oraz na koniec stan stacjonarny
charakterystyczny dla wysokich liczb Rayleigha (e,f), w ktorym konwekcja odgrywa
najistotniejsza rolg (tworzy si¢ termiczna warstwa przyscienna).

W Tabeli 2.3. zostaly zestawione wspdtczynniki okreslajace zbiezno$¢ rozwiazan wykonanych na
jednorodnie zaggszczonych siatkach kartezjanskich o wymiarach 25x25, 50x50 oraz 100x100. Dla
nizszych liczb Rayleigh (Ra=10’) otrzymano rzeczywisty rzad zbieznosci powyzej trzech co jest
wynikiem niewielkiego wptywu cztonow konwekcyjnych. Otrzymany rzad zbieznoS$ci jest wigkszy
od teoretycznego rzg¢du zbiezno$ci wynoszacego dwa. Jednakze wraz ze wzrostem liczby
Rayeligha rzeczywisty rzad zbiezno$ci rozwiazan maleje 1 wynosi okoto dwa. Dokladnosé
kolejnych rozwiazan (biorac pod uwageg wspotczynnik GCI) jest rowna odpowiednio 0.2 %, 0.4 %
0.6 % dla Ra=10°, 10%, 10°. Nie jest to wynik gorszy od tego uzyskanego przez de vahl Davisa
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[15], gdyz wspotczynnik GCI jest bardziej restrykcyjny (patrz Rozdziat 1.2) przy oszacowywaniu
btedu zbieznosci rozwiazan. Oszacowanie btgdu przy pomocy ekstrapolacji Richardsona ¢ daje
oszacowanie podobne do tego, ktére otrzymat de vahl Davis, a mianowicie 0.05%, 0.1%, 0.2%.

funkcja pradu Temp
010 1.00
0.19 0.0
029 0.20
039 0.70
0.48 0.80
058 0.50
062 0.40
07a 030
[uk=E} 020
0a7 0.10
1.07 0.00
Ra = 1000 Ra = 1000
Sl Pr=071
funkecja pradu Temp
-0.42 1.00
-0.84 0.90
-126 0.80
-1.68 070
-2.10 0.0
-2.52 050
-2.94 0.40
-3.36 0.30
-3.78 020
-4.20 o010
-4 B3 0.00
Ra= 10000
Z Ra = 10000
Pr=0.71 Pr-071
c) d)
funkeja pradu Temp
-0.80 1.00
-1.61 0.90
241 0.80
-3.22 0.70
-4.02 0.60
-4.83 0.50
-5.63 0.40
-6.43 0.30
-7.24 0.20
-8.04 010
-8.65 0.00
Ra = 100000
- Ra = 100000
Pr=0.71 Pre0.71

e NV

Rys. 2.4. Kontury funkcji prqdu ¥ — lewa kolumna a),c),e) oraz kontury temperatury 0 — prawa
kolumna b),d).f) dla liczb Rayleigha, a),b) Ra = 10°, ¢),d) Ra = 10", ¢).f) Ra = 10°
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Siatka Max V; GCI p &
25x25 3,54939
50x50 3,6371 2.5% 0.8%
100x100 3,64296 0.1% 3,90 0.05%
Siatka Max V> GCI p =
25x25 3,663069
50x50 3,695571 0.8% 0.05%
100x100 3,698188 0.07% 3,63 0.02%
a) Ra = 10°. Ekstremalne wartosci sktadowej V; wzdtuz X=0.5 oraz V, wzdtuz Y=0.5.
Siatka Max V; GCI p &
25x25 15,9505
50x50 16,1291 1.1% 0.3%
100x100 16,1840 0.3% 1.70 0.1%
Siatka Max V> GCI p S
25x25 19,20643
50x50 19,66843 2,3% 0.8%
100x100 19,74552 0.4% 2,58 0.1%
b) Ra = 10% . Ekstremalne wartosci sktadowej V; wzdtuz X=0.5 oraz V, wzdtuz Y=0.5.
Siatka Max V; GCI p &
25x25 35,12051
50x50 34,99876 0.3% 0.1%
100x100 | 34,96479 | 0.09% | 1,84 | 0.03%
Siatka | MaxV, | GCI | p £
25x25 61.9295
50x50 68.1170 9% 2.9%
100x100 | 68.5198 | 0.6% | 3.94 0.2%
c) Ra = 10° . Ekstremalne wartosci sktadowej V; wzdtuz X=0.5 oraz V, wzdtuz Y=0.5.

Tabela 2.3. Zestawienie wspotczynnikow zbieznosci GCI(1.26), ¢ (1.17) oraz rzeczywistego rzedu
zbieznosci rozwiqzania p (1.21) dla liczb a) Ra = 10° b) Ra = 10* ¢) Ra = 10°.

Wraz ze wzrostem liczby Rayleigha przeptyw zmienia swoj charakter (Ra >= 10%). Dominujacym
efektem dla takich przeptywdéw jest konwekcja. Obserwuje si¢ tworzenie termicznych warstw
przysciennych. Z tego wzgledu konieczne jest zastosowanie odpowiednich skal bezwymiarowych
do rozwiazywania rownan (2.33)-(2.35). Na podstawie analizy wymiarowej [76] wyprowadzona
zostaly skala bezwymiarowa (2.31) odpowiednia dla tego rezimu przeptywu. Ubezwymiarowienie
to polega na przyjeciu jako skali pregdkosci maksymalng wartos$¢ predkosci osiagana w warstwie
przy$ciennej. Warto$é ta jest proporcjonalna do xRa"’/p chL. Zastosowanie tej skali pozwolilo na
uzyskanie rozwiazan dla liczby Rayleigha Ra = 10°,107,10%, Uzyskane wyniki zostaty poréwnane z
wynikami wzorca numerycznego podanego przez Patrika Le Quere [16] w 1999 roku oraz innymi
wynikami numerycznymi podanymi przez Kelsona [94] oraz Haldenwanga [65]. Symulacje
numeryczne przeprowadzone przez Le Quere i Haldenwanga wykorzystywaly do aproksymacji
przestrzennej wielomiany Chebysheva, natomiast symulacje Kelsona schemat r6znic centralnych.
Poréwnywana wartoscia dla wszystkich wymienionych wyzej symulacji jest warto$¢ liczby
Nusselta, wyliczona wzdtuz prostej X = 0.5L, zdefiniowana w nastgpujacy sposob:
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= j(Ra v,0 — J(xl =0.5,x, )dx2 (2.43)

1

Ponadto porownano warto§ci maksymalnych i minimalnych wartosci sktadowych predkosci
wzdhuz profili X = 0.5L 1 Y= 0.5L oraz oszacowano blad zbieznos$ci rozwiazania przy pomocy
ekstrapolacji Richardsona (1.17) i indeksu zbieznosci na siatce GCI (1.26). Dla liczby Ra = 10°
btad zbieznos$ci rozwiazanial % biorac pod uwage estymator btedu (1.17), natomiast dla Ra = 107
10® odpowiednio 1.7 % i 6.4 %. Jako oszacowanie bledu zbieznosci przyjeto maksymalna warto$é
z Tabeli 2.4 okreslajaca ¢, dla najgestszej siatki. Rzad zbiezno$ci rozwigzan w przyblizeniu dla
wszystkich trzech przypadkéw byt zblizony do teoretycznego rzedu zbiezno$ci 1 wynosil dwa.
Porownano réwniez wartosci liczby Nusselta wyliczone przy pomocy programu SOLVSTR z
wynikami innych programoéw dostgpnych w literaturze (por. Tabela 2.5). Najwigksze rozbieznosci
zauwazalne sa dla liczby Ra = 10°, dla ktorej okre§lono najwickszy btad zbieznosci wynoszacy 6.4
%. Warto zauwazy¢ jednak, ze dla tej liczby Rayleigha przeptyw jest bliski rezimu przej$ciowego,
z widocznymi Zrddtami zaburzen warstwy przysciennej . Takie same zaburzenia zaobserwowano
w symulacjach wykonanych metodami spektralnymi [16].

Siatka Max V; GCI p &
65x65 0.07182

129x129 0.06629 8 % 2.8 %
257x257 0.06437 3% 1.53 0.9 %
Siatka Max V> GCI p e
65x65 0.24040

129x129 0.21915 9.7 % 3.3%
257x257 0.21278 3% 1.74 0.9%

a) Ra = 10°. Ekstremalne wartosci sktadowej V; wzdtuz X=0.5 oraz V, wzdtuz Y=0.5.

Siatka Max V; GCI p &
65x65 0.05571

129x129 0.04953 12.4% 4.3 %

257x257 0.04709 52 % 1.34 1.7 %
Siatka Max V, GCI p 3
65x65 0.25072

129x129 0.22926 9.3 % 3%

257x257 0.22675 1.1% 3.09 0.4 %

b) Ra = 10’. Ekstremalne wartosci sktadowej V; wzdtuz X=0.5 oraz V, wzdtuz Y=0.5.

Siatka Max V; GCI p &
65x65 0.08690

129x129 0.04689 85 % 39 %

257x257 0.03967 18 % 2.47 6.4%
Siatka Max V> GCI p &
65x65 0.20355

129x129 0.22758 10 % 3.4 %

257x257 0.22303 2% 2.4 0.7 %

c) Ra = 10°. Ekstremalne wartosci skladowej V; wzdluz X=0.5 oraz V> wzdluz Y=0.5.

Tabela 2.4. Zestawienie wspolczynnikow zbieznosci GCI(1.26), € (1.17) oraz rzeczywistego rzedu
zbieznosci rozwiqzania p (1.21) dla liczb a) Ra = 10° b) Ra = 10" ¢) Ra = 10°.
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Program \ Ra 10° 10’ 10°
SOLVSTR 8.730 | 16.722 | 30.773
Le Quere [16] 8.825 | 16.523 | 30.225
Haldenwang [65] 16.550 | 30.260
Kelson [93] 16.500 | 30.200
De Vahl Davis [15] 8.799

Tabela 2.5. Poréwnanie liczby Nusselta wyliczonej a’la profi lu X =10.5(2.43) dla liczb Rayleigha
Ra=10°10",10",

Temperalure

T

-4 GQE 03
-5.48E-03
-5.26E-03
-7.04E-03
-7.82E-03

Y
=]
(4]

Stream function

=2.31E-D4
-7A3E-04
= -1.18E-03
] -1.68E-03
-2 1BE-03
-2.B4E-0G
-3.12E-03
-3.60E-03
-4.09E-03
-4.57E-03
-5.05E-03
-5.53E-03

Rys. 2.5. Pole predkosci wraz z konturami funkcji pradu ¥ — lewa kolumna a),c),e) oraz konturami

temperatury 0 — prawa kolumna b),d).f) dla liczb Raylezgha a),b) Ra = 10° ¢),d) Ra = 10, e)./) Ra
=10
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2.3. Metoda bezsiatkowa (SOLVMEF)

Metody bezsiatkowe naleza do nowych metod, nie majacych jeszcze duzego praktycznego
zastosowania w mechanice plynéw. Tym niemniej elastyczno$¢ tych metod, uzyskiwana dzigki
uniknigciu skomplikowanego etapu generowania siatki obliczeniowe] przy opisie niemal
dowolnych geometrii, jest bardzo atrakcyjna dla zastosowan przemystowych. Metody bezsiatkowe
pozwalaja na szybsze wyznaczenie wspoOlczynnikéw ukladu rownan algebraicznych dla catego
obszaru obliczeniowego przy uzyciu dowolnie roztozonego zbioru punktow. Punkty te moga by¢
generowane wewnatrz domeny obliczeniowej réwnomiernie lub losowo. Dodatkowo punkty
mozna w latwy sposdb zageszczaé w najbardziej interesujacych rejonach przez dodawanie
kolejnych, uzyskujac dzigki temu odpowiednik siatek adaptacyjnych. Istnieje wiele odmian metod
bezsiatkowych z réznego typu aproksymacjami — obszerny ich przeglad mozna znalezé w
ksigzkach Liu [95] lub Alturi [96]. Do tej pory jedynie kilka z nich zostato zastosowanych do
rozwiazywania prostych problemow transportu ciepta i masy [38,97,98].

2.3.1. Opis metody

W ramach niniejszej pracy stworzono oparty o metode bezsiatkowa program numeryczny
SOLVMEF, rozwiazujacy zagadnienie przeptywu konwekcyjnego. W implementacji metody
zdecydowano si¢ wykorzysta¢ podejScie oparte o aproksymacje DAM (z ang. Diffuse
Approximation Method), bedacy $redniokwadratowa aproksymacja najmniejszych kwadratow poél
skalarnych 1 ich pochodnych. Doktadny opis metody w zastosowaniu do przeptywoéw lepkich 1
termicznych mozna znalez¢ w pracach Sadat [99] oraz Prax [100]. Metoda moze by¢ zastosowana
do dowolnego rozmieszczenia punktow kolokacyjnych. Dla uproszczenia procedury testowej w
naszych obliczeniach, prezentowanych w dalszej czg$ci niniejszej pracy, ograniczono si¢ do
rownomiernego rozktadu punktéw. Przy tak uproszczonym podejSciu i przy zastosowaniu
najprostszej postaci tzw. funkcji bazowych: (1, x, y, x°, xy, y°). wzory réznicowe na pierwsze i
drugie pochodne dowolnej funkcji mozna wyprowadzi¢ analitycznie.

Aproksymacja DAM pierwszych i drugich pochodnych skalarnej funkcji @ w dowolnym punkcie
P wyraza si¢ prostymi wzorami, przypominajacymi wzory roznicowe:

o _ ml(q)E _q)W)+m2(q)NE _q)NW)+m2(q)SE _(DSW)

(2.44)

Ox 2hm, +4hm,
0D _ (@ =D )+, (@ = gy )+, (@ — D) (2.45)
oy 2hm, +4hm,
o’d D, -20,+D,

= 2.46
- e (2.46)
'O D, -20,+D
= _ Dy th + D (2.47)
'@ :q)SW+q)NE_(DNW_(DNE (2.48)
Ox0y 4h’

We wzorach / oznacza odlegto$¢ pomigdzy sasiednimi punktami, tak jak na Rysunku 2.1., a @p,
Oy, D, Oy, g, Dyy, Dyi, Dsy, Dsp oznaczaja wartosci funkcji aproksymowanej w punktach
bedacych w bezposrednim sasiedztwie punktu P, natomiast m;, m, oznaczaja wartosci tzw. funkcji
wagowej. Funkcja wagowa okre$la zakres oddziatywania aproksymacji i najczgsciej jest
przyjmowana w postaci:
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p 2
n(P.Z) = exp{— ln(IO)(Mj } dla r<h/2 (2.49)
0 dla r>h2

gdzie r jest odlegloscia pomigdzy punktem P a Z (Z jest dowolnym punktem z otoczenia punktu P,
m;=m(P,N)=m(P,S)=m(P,E)=m(P,W),m,=m(P,NE)= m(P,NW)= m(P,SE)= m(P,SW)).

Powyzsze wzory réznicowe zostaly zastosowane do dyskretyzacji rownan (2.33)-(2.35) w celu
otrzymania trzech uktadéw réwnan liniowych. Macierze uktadow otrzymanych z zastosowaniem
opisanej aproksymacji sa rzadkie, a ilo$§¢ niezerowych wspotczynnikow w kazdym wierszu
macierzy jest $cisle zwiazana z ilo$cia punktow wzigtych pod uwage dla wyprowadzenia wzorow
réznicowych. Kazda molekuta obliczeniowa (rys. 2.1.) sktada si¢ z dziewigciu punktow. Zatem w
kazdym wierszu macierzy otrzymano nie wigcej niz dziewi¢é niezerowych wspdtczynnikow.
Jednak z uwagi na trudnosci efektywnej faktoryzacji tak powstalej macierzy, otrzymany uktad
musi by¢ rozwiazywany klasyczna metoda Gaussa — Seidla. Nie jest to optymalne i jest to jeden z
powoddw ograniczajacych szersze stosowanie tej wersji metody bezsiatkowe;.

2.3.2 Weryfikacja programu SOLVMEF

W celu weryfikacji kodu SOLVMEF wykonano obliczenia numeryczne dla wzorcow
numerycznych wykorzystanych w poprzednim rozdziale. Otrzymane wyniki poréwnano w celu
okreslenia doktadnosci stworzonego oprogramowania i poznania jego ograniczen, w tym zakresu
stosowalnosci.

Wzorzec numeryczny obejmujacy modelowanie przeptywu w kanale z ruchoma $cianka (Ghia i
wspotautorzy [39]) zostal rozwiazany dla liczb Reynoldsa Re = 100 i 400 (Rysunek 2.6). Dla
wyzszych liczb Reynoldsa nie udalo si¢ uzyska¢ rozwiazan z oszacowaniem btedu ponizej 5%.
Fakt ten $wiadczy o tym, iz zastosowana aproksymacja nie zapewnia dostatecznej doktadnosci w
przypadkach, gdy mamy do czynienia z ruchem w obrgbie wysokich liczb Reynoldsa. Totez
wykorzystana aproksymacja nie jest odpowiednia do symulacji, w ktorych nieliniowe efekty sa
najistotniejsze.

Obliczenie rzeczywistego wspotczynnika zbiezno$ci dla liczby Reynlodsa Re = 100 dato

oczekiwany wynik okoto dwoch (Tabela 2.6) lecz oszacowania estymatora btedu dato wynik rzedu
5 %, co jest wynikiem duzo gorszym w porownaniu z programem SOLVSTR. Jednakze btad
wyliczony na podstawie ekstrapolacji Richardsona dla Ra = 100 jest mniejszy niz 1.5%.a
poréwnanie wartosci sktadowych predkosci V; (wzdluz Y=0.5) oraz V, (wzdhiz X=0.5) jest
zadawalajace, co pozwala stwierdzi¢ poprawna zbiezno$¢ rozwigzan dla umiarkowanych liczb
Reynoldsa.
Kolejnym wzorcem numerycznym wykorzystanym do weryfikacji programu SOLVMEF jest
wykorzystany w poprzednim rozdziale wzorzec opublikowany przez Grahama de Vahl Davisa
[15]. Podobnie jak dla programu SOLVSTR wykonano obliczenia dla kolejnych liczb Rayleigha
Ra = 10°,10%,10° przy statej liczbie Prandlta Pr = 0.71. W wyniku otrzymano pola temperatury,
funkcji pradu i predkosci analogiczne do tych przedstawionych na Rysunku 2.4. Poroéwnano
rowniez wartosci skladowych predkosci V| wzdtuz prostej Y=0.5 oraz V, wzdtuz prostej X=0.5
otrzymane przy jednorodnym zaggszczaniu punktow kolokacyjnych (25x25, 50x50, 75x75,
100x100 punktow). Na rysunku 2.7 zostaty zestawione profile dla kolejnych liczb Rayleigha.
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Rys. 2.6. Pole predkosci oraz kontury funkcji prqdu dla liczb Reynoldsa Re=100 i Re = 400
(metoda bezsiarkowa).

Siatka Min V; GCI P &

33x33 -0,199036

65x65 -0,235061 0,153258 (15 %) 0,048557 (4.8 %)
129x129 -0,247014 0,04839 (5%) 1,59 0,015858 (1.5 %)
Siatka Max V, GCI P &

33x33 0,144294

65x65 0,169843 0,150427 (15 %) 0,047703 (4.7 %)
129x129 0,175837 0,034088 (3.4 %) 2,09 0,011224 (1.1 %)
Siatka Min V; GCI P &

33x33 -0,198762

65x65 -0,208900 0,04853 (4.8 %) 0,015904 (1.5 %)
129x129 -0,211259 0,011166 (1.1 %) 2,10 0,003705 (0.3 %)

Tabela 2.6. Zestawienie wspolczynnikow zbieznosci GCI(1.26), € (1.17) oraz rzeczywistego rzedu
zbieznosci rozwiqzania p (1.21) dla liczby Reynoldsa Re = 100 (metoda bezsiatkowa).
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Rys. 2.7. Profile predkosci dla kolejnych liczb Reynoldsa, (a),(c),(e)profile pionowej sktadowej
predkosci wzdtuz Y=0.5, (b),(d),(f) profile poziomej sktadowej predkosci wzdtuz X=0.5 (metoda
bezsiatkowa).

Wyliczone wartosci rzeczywistego wspotczynnika zbieznosci dla programu SOLVMEF dla
niniejszego wzorca, zamieszczono w Tabeli 2.7, wykazaty one poprawna zbiezno$¢ zastosowane;]
metody. Wyniki dla liczby Ra = 1000 otrzymano z btgdem okoto 0.2%, dla Ra = 10000 z btedem
okoto 0.4%, natomiast dla Ra = 100000 z bigdem okoto 1.1 %. Otrzymano doktadnos$¢ na
podobnym poziomie co przy pomocy programu SOLVSTR, jednakze szybko$¢ wykonania liczona
w ilosci iteracji (iteracje (4)-(9) Algorytmu 2.1.) byta cztery razy mniejsza dla programu
SOLVMEF, a co za tym idzie czas obliczen dla tego programu byt krotszy. Takie zachowanie
programu jest wynikiem zastosowanej aproksymacji DAM. Jest to S$ciSle zwiazane z
charakterystyczna cecha tej aproksymacji (patrz rownania (2.44)-(2.48)), a mianowicie tego, iz w
aproksymacji pochodnych wykorzystywane sa warto$ci we wszystkich dziewigciu najblizszych
punktach kolokacyjnych, w przeciwienstwie do klasycznych metod w ktérych wykorzystuje si¢
zazwycza] dwa lub trzy sasiednie (w zaleznosci od kierunku liczenia pochodnej). Totez w
zadaniach, w ktorych dominujacym zjawiskiem jest dyfuzja, w naszym przypadku ciepta
(konwekcja naturalna przy niskich liczbach Rayleigha), metoda ta pozwala uzyskac lepsza
zbieznos¢. Fakt ten potwierdza rdwniez warto$¢ rzeczywistego wspotczynnika zbieznosci, ktorego
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wyliczona warto$¢ dla niniejszego wzorca (Tabela 2.7) jest wyzsza od wartosci teoretycznej
réwnej dwa.

Wraz ze wzrostem liczby Rayleigha efekty konwekcyjne staja si¢ bardziej istotne, czego
efektem jest wzrost znaczenia cztondw nieliniowych w rownaniach Naviera-Stokesa. Podobnie jak
dla poprzedniego wzorca aproksymacja bezsiatkowa okazata si¢ malo doktadna dla przypadkow,
w ktorych dominuja efekty nieliniowe (konwekcyjne). Nie udato si¢ uzyskaé rezultatow z bledem
zbieznosci ponizej 10 % dla wyzszych liczb Rayleigha z wykorzystaniem wyzej opisanej
aproksymacji bezsiatkowe;.

Siatka | MaxV; | GCI | p &
25x25 3,549602
50x50 3,612997 | 1.7% 0.5%

100x100 | 3,617497 | 0.1% | 3,82 | 0.04%

Siatka | MaxV, | GCI | p £
25x25 3,663174
50x50 3,696443 | 0.9% 0.3%

100x100 | 3,704403 | 0.2% | 2,06 | 0.07%

a) Ra =10’

Siatka Max V, GCI p &
25x25 19,214741
50x50 19,670120 | 2.3% 0.7%

100x100 | 19,746010 | 0.4% | 2,58 | 0.1%

Siatka Max V; GCI p &
25x25 15,95022
50x50 16,131201 1.1% 0.4%

100x100 16,18453 0.3% |1,76 | 0.1%

b) Ra =10’

Siatka Max V, GCI p &
25x25 62,114860
50x50 68,127281 | 8.8% 2.8%

100x100 | 68,520858 | 0.5% | 3,93 | 0.2%

Siatka Max V; GCI p &
25x25 35,702129
50x50 35,03445 1.9% 0.6%
100x100 34,96875 0.2% | 3,34 | 0.06%

¢)Ra=10

Tabela 2.7. Zestawienie wspotczynnikow zbieznosci GCI (1.26), ¢ (1.17) oraz rzeczywistego rzedu
zbieznosci rozwiqzania p (1.21) dla liczb a) Ra = 10° b) Ra = 10° ¢) Ra = 10°.
Zbieznos¢ oszacowano na podstawie ekstremalnych wartosci poziomej sktadowej predkosci V,
wzdtuz X = 0.5L oraz pionowej sktadowej predkosci V, wzdtuz Y = 0.5L.
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2.4. Wzorzec numeryczny dla przeplywow lepkich i termicznych

Niniejszy podrozdziat zawiera definicje wzorca numerycznego zaproponowanego do sprawdzenia
doktadno$ci 1 wydajnosci programoéw numerycznych uzywanych w symulacjach numerycznych
przeptywow lepkich i1 termicznych. Stosujac ten wzorzec okre§lono doktadnosci rozwiazan
otrzymanych za pomoca roznych algorytmow i oceniono ich przydatnos¢.

Do rozwiazania zdefiniowanego wzorca numerycznego wykorzystano programy opisane w
poprzednich podrozdzialach SOLVSTR (rozdzial 2.2) oparty na metodzie rdéznic skonczonych,
SOLVMEF (rozdzial 2.3) oparty na metodzie bezsiatkowej, a takze dwa kody komercyjne
FLUENT [101] (metoda objgtosci skonczonych) i FIDAP [102] (metoda elementéw skonczonych)
oraz uniwersytecki kod FRECON3V [103,104] oparty na metodzie r6znic skonczonych.

2.4.1. Definicja wzorca

W celu okreslenia doktadnosci kazdego z testowanych programow zdefiniowano wzorzec
numeryczny (ang. benchmark solutnion), ktéry ma umozliwi¢ wstepna analiz¢ dokltadnosci
obliczen modeli numerycznych stosowanych do symulacji przeptywéw termicznych [105].
Wzorzec opisuje zjawisko konwekcji naturalnej wody w poblizu temperatury krzepnigcia w
roznicowo grzanym kwadracie. Domena obliczeniowa odpowiada rowniez konfiguracji
eksperymentalnej z réznicowo grzanym sze$cianem, ktora zostanie opisany w Rozdziale 4. Dla
uproszczenia, w zadaniu numerycznym ograniczono si¢ do analizy dwuwymiarowego pola
przeptywu w przekroju centralnym sze$cianu. Przeptyw generowany jest roznica temperatur 7j, =
283K 1 T.= 273K, ustalona dla przeciwleglych pionowych S$cianek izotermicznych. Dla
pozostatych $cianek naczynia przyjeto adiabatyczne warunki brzegowe. Ze wzgledu na mate
zmiany temperatury w przeptywie, a takze dla uproszczenia wzorca numerycznego, przyjeto state
wartosci wszystkich wlasno$ci materialowych, za wyjatkiem ggstosci wody. Gestos¢ wody w
poblizu punktu krzepnigcia wykazuje silnie nieliniowa zalezno$¢ od temperatury. Totez zachodzi
konieczno$¢ reprezentacji cztonu sit masowych postaci (2.16), w ktorym zalezno$¢ gestosci od
temperatury 7w Kelvinach wyraza si¢ nastgpujaca zaleznoscia [68]:
p(T)=-5150.43+78.48118-T—0.3769827-T*+8.10902-10~* - T* —6.621398-107 -T* (2.50)

Wybor wzorca podyktowany jest duza wrazliwoscia na bledy symulacji numerycznej struktur
przeptywu generowanych w takiej konfiguracji. Nieliniowo$¢ przebiegu funkcji ggstosci
powoduje, ze nawet ten prosty uklad przeptywowy stanowi trudne do dokladnego
odwzorowania zadanie numeryczne (Kowalewski, Redow, [68]). Zaproponowany wzorzec
numeryczny pozwala na poréwnanie wydajnosci kodéw numerycznych oraz oszacowanie ich
doktadno$ci. Dwuwymiarowa reprezentacj¢ problemu opisuje podstawowy uktad rownan (2.17)-
(2.18) 1 (2.19). Przyjmujac jako warunek poczatkowy zerowe pole predkosci oraz temperaturg
Tiie = 278K, poszukiwano stanu stacjonarnego przeptywu.

Bezwymiarowe liczby charakteryzujace powyzszy przeptyw to liczba Rayleigha Ra 1 liczba
Prandtla Pr. Wzorzec zostat zdefiniowany dla Ra = 1.503 10° oraz Pr = 13.31. Nalezy zwroci¢
uwage na umowno$¢ wartosci liczby Rayleigha zdefiniowanej dla materiatow o nieliniowe;j
charakterystyce termicznej. Podana warto$¢ odnosi si¢ do referencyjnej temperatury 273K
(temperatura krzepnigcia wody). W zakresie temperatur 273K - 283K, ze wzgledu na anomalig
gestosci wody, liczba Rayleigha zmienitaby si¢ wielokrotnie dla innej temperatury referencyjne;.

Celem zwigkszenia stabilnosci kodu i1 zmniejszenia wptywu btedow zaokraglenia (round-off
errors), c¢zg$¢ z opisanych programéw numerycznych operuje w zmiennych bezwymiarowych.
Bezwymiarowa temperaturax9, wspotrzedne X, Y oraz sktadowe predkosci V;, V, sa zdefiniowane
w oparciu o skale podana we wzorze (2.30).
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2.4.2. Procedura weryfikacyjna

Do rozwiazania powyzej sformulowanego problemu uzyto pig¢ opisanych wczesniej kodow
numerycznych opartych na réznych metodach dyskretyzacji (metoda réznic skonczonych, metoda
objetosci skonczonych, metoda elementéw skonczonych, metoda bezsiatkowa). Poréwnania
dokonano po weryfikacji kazdego z koddow numerycznych przeprowadzajac pordwnanie
ekstremalnych warto$ci sktadowych predkosci oraz liczby Nusselta otrzymanych na kolejno
zageszezanych siatkach obliczeniowych (tzw. test wrazliwosci siatki). Po wybraniu rozwiazania
referencyjnego przeprowadzono poréwnawcza analiz¢ bledow. Ponizej omodwiono rezultaty
przeprowadzonego testu i podstawowe dane ilosciowe. Dla kazdego z testowanych kodéw
numerycznych podano tabelarycznie ekstremalne warto$ci predko$ci wewnatrz naczynia oraz
srednia warto$¢ liczby Nusselta na prawej, zimnej S$ciance. Dodatkowo podano wartosci
ekstremalne predkosci na poziomej linii przecinajacej centralnie kuwetg (Y=0.5) oraz pionowe;j linii
przecinajacej centralnie kuwete (X=0.5). Ponizej w pierwszej kolejnosci omoéwiono podstawowe cechy
rozwigzan otrzymanych przy uzyciu omawianych programéw, zwracajac uwagg na zachowanie si¢
wartosci globalnych i na czas obliczen. Poréwnanie globalnych warto$ci okazalo si¢ nie
wystarczajace dla oceny wydajnosci roznych metodologii rozwigzywania powyzszego zadania.
Okazuje sig, ze zbieznos¢ warto$ci globalnych nie gwarantuje doktadnos$ci odtworzenia struktury
przeptywu. Dla przeanalizowania tego parametru zaproponowany nowa metod¢ weryfikacji
rozwiazan numerycznych, polegajaca na analizie $rednich btedow profili predkosci i temperatury
ekstrahowanych dla wybranych, charakterystycznych przekrojow. Rezultaty tej analizy
przedstawiono w punkcie 2.4.3 tego podrozdziatu.

FRECON3YV (metoda roéznic skonczonych)

Pierwszym z przetestowanych kodow numerycznych jest trojwymiarowy kod FRECON3V oparty
na metodzie réznic skonczonych. FRECON3V [103] jest zmodyfikowana wersja kodu, ktory
powstal w University of New South Wales w Sydney, i zostal wykorzystany w pracy do
stworzenia bazy poréwnawczej rozwigzan. Algorytm programu pozwala na rozwiazywanie
réwnan przeplywu 1 energii dla statej, ortogonalnej siatki obliczeniowej. Ogranicza to praktycznie
stosowalno$¢ programu jedynie do roéznych wariantow geometrii prostopadtoscianu. Dla
uniknig¢cia problemoéw z czlonem ci$nieniowym algorytm programu rozwiazuje uklad rownan
przeptywu plynu nie$cisliwego w zmiennych wirowosci i1 potencjatu predkosci [104].
Zastosowanie potjawnej metody ADI (Alternating Direction Implicit) dla zmiennych
przestrzennych 1 nad-relaksacji catkowania w czasie (false tranmsient), pozwala na szybkie
rozwigzywanie problemoéw przeptywowych w trzech wymiarach. Prosta struktura programu, duza
szybko$¢ 1 dokladno$¢ obliczen to podstawowe zalety omawianego kodu. Dzigki mozliwosci
programowego zdefiniowanie funkcyjnych zalezno$ci temperaturowych dla lepkosci, gestosci,
ciepta wlasciwego i wspotczynnika przewodnictwa cieplnego, FRECON3V mogl rowniez by¢
wykorzystany w obecnych badaniach do analizy wplywu zmiennych wilasno$ci materialowych
ptynu na strukturg przeptywu.

FRECON3V wykorzystuje do reprezentacji zmiennych tzw. potencjal wektorowy, sprawiajacy
problemy przy definicji warunkéw brzegowych i w ztozonych geometriach. Reprezentacja taka
jest tez czgsto przyczyna klopotow ze spelnieniem przez rozwigzania réwnania ciagtosci. Okazalo
si¢ jednak, ze FRECON3V jest najefektywniejszym ze wzgledu na czas obliczeniowy i
najdoktadniejszym jesli chodzi o odwzorowanie struktury przeptywu. Rozwiazania uzyskano dla
stopniowo zaggszczanych prostokatnych jednorodnych, kartezjanskich siatek obliczeniowych.
Poniewaz poréwnania dotycza problemu plaskiego, przyjeto symetryczne warunki brzegowe i 5
weztow obliczeniowych dla trzeciego wymiaru. W praktyce dla wektora predkosci oznacza to
przyjecie na tej granicy zerowania skladowej normalnej i zatozenie poslizgu sktadowych
stycznych predkosci. Dla pola temperatury przyjmuje si¢ zerowanie strumienia ciepta w trzecim
wymiarze, realizowane przez adiabatyczne warunki brzegowe. Dwuwymiarowe rozwigzania dla
tak postawionego problemu zostaly uzyskane dla siatek o rosnacej od 21x21 do 301x301 liczbie
weztow obliczeniowych. Wyniki tych obliczen, oznaczone skrétem FRE, przedstawiono w Tabeli
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2.8. W pierwszej czesci tabeli podano globalne wartosci ekstremalne dla sktadowych predkosci i
srednia warto$¢ liczby Nusselta obliczona dla prawej (zimnej) $cianki kuwety. W drugiej czesci
tabeli zostaly zestawione warto$ci minimalne i maksymalne skladowych predkosci na prostych
przecinajacych kuwete poziomo (Y=0.5) i1 pionowo (X=0.5) . Warunek zbieznosci okreslony dla
residuéw wynosit 10”°. Czas obliczen wydltuzat sie z trzecia potega rozmiaru siatki obliczeniowe;,
od 180 sek. dla siatki najrzadszej (FRE1) do okoto 3.6x10° sek. dla siatki najgestszej (FRE7).
Czasy obliczen zdefiniowano dla egzekucji programu na stacji roboczej pracujacej w 32bitowym
systemie operacyjnym Linux 1 wyposazonej w procesor Pentium4 HT/3GHz, 2GB RAM. Analiza
zbiezno$ci pozwolita uzna¢ rozwiazanie FRE7 za wzorcowe i rezultaty opisanych dalej symulacji
odniesiono do tego rozwiazania.

Wektory predkosci oraz kontury temperatury otrzymane dla siatki 201x201 (FRE6) przedstawia
rys. 2.8. Mozemy tu wyr6zni¢ dwie gtéwne cyrkulacje ptynu. Pierwsza cyrkulacja, zgodna z
ruchem wskazéwek zegara, odpowiada za transport plynu ogrzewanego na lewej goracej §ciance.
Po osiagnigciu krawedzi goracej $cianki ogrzana ciecz przemieszcza si¢ poziomo wzdluz gornej
adiabatycznej $cianki, po czym nie osiagajac przeciwleglej S$cianki zimnej zawraca wzdhiz
przekatnej naczynia, podazajac zgodnie z izolinia maksymalnej gestosci ptynu. Druga, anomalna
cyrkulacja, generowana jest wzdhuz zimnej S$cianki. Wyporno$¢ wody rosnie ze spadkiem
temperatury ponizej 277K 1 w zwiazku z tym ochtodzona ciecz porusza si¢ wzdhuz $cianki zimne;j
w kierunku S$cianki gérnej. Zimny strumien cieczy zderza si¢ ze strumieniem goracej cieczy
unoszonej przez pierwotng cyrkulacje. W ten sposéb anomalia ggstosci wody stworzyta ciekawag i
jednoczesnie trudna do symulacji numerycznych strukturg¢ przeptywu z tzw. punktem siodlowym
utworzonym w miejscu kolizji obu cyrkulacji. Ze uwagi na wrazliwo$¢ takiej struktury na
niedoktadno$ci numeryczne 1 zmiany warunkéw brzegowych jest ona szczegdlnie
predysponowana do weryfikacji kodéw numerycznych.

Lp Siatka U,in U ax Voin Vo Nu,.
FREI 21x21 -141.9 101.4 -225.6 215.2 7.05
FRE2 41x41 -156.1 101.1 -177.0 213.1 6.98
FRE3 81x81 -158.7 102.9 -175.7 217.3 6.60
FRE4 121x121 -158.8 103.1 -175.8 2214 6.52
FRES5 161x161 -159.1 103.3 -175.9 222.0 6.49
FRE6 201x201 -159.2 103.3 -175.9 221.9 6.48
FRE7 301x301 -159.2 103.4 -176.0 222.5 6.47

Tabela 2.8. Zestawienie ekstremalnych wartosci sktadowych predkosci oraz wartosci liczby
Nusselta dla programu FRECON3V
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Rys. 2.8. Naturalna konwekcja wody w roznicowo grzanym kwadracie. Kontury temperatury i
wektory predkosci otrzymane w obliczeniach kodem FRECON3V
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FLUENT (metoda objetosci skonczonych)

Jednym z powszechniej stosowanych pakietow obliczeniowych numerycznej mechaniki pltynow
jest program FLUENT [101]. Dzi¢ki zastosowaniu metody objetosci skonczonych i catkowego
sformutowania zasad zachowania masy i pedu (2.1)-(2.3), mozliwy jest elastyczny wybor
niestrukturalnych i nieortogonalnych siatek obliczeniowych. Program pozostawia uzytkownikowi
duza swobode wyboru modelu fizycznego, algorytmu numerycznego oraz schematow
dyskretyzacji pochodnych przestrzennych i czasowych. Zaleta tego programu jest mozliwos¢
definiowania wtasnych modutow (tzw. user defined function), odpowiedzialnych za odwzorowanie
wlasnosci materiatowych, warunkow brzegowych czy tez modyfikacje samego algorytmu
numerycznego. W obliczeniach prezentowanych w pracy wykorzystywano ta mozliwo$¢ do
zaimplementowania w obliczeniach nieliniowej zaleznos$ci gestosci od temperatury (2.49).

Obliczenia wykonane programem FLUENT wykonano dla kilku jednorodnych siatek
kartezjanskich, a uzyskane wartosci ekstremalne, oznaczone skrotem FLU, przedstawiono w
Tabeli 2.9. Obliczenia wykonano poszukujac stacjonarnego rozwiazania przeplywu laminarnego,
stosujac metod¢ projekcyjna SIMPLEC do wyznaczenia warto$ci ci$nienia oraz schemat
dyskretyzacji przestrzennej QUICK. Czas obliczen tym programem jest znacznie dluzszy niz
mialo to miejsce w dla poprzedniego kodu numerycznego. W zwiazku z tym pierwotnie obliczenia
wykonywano z pojedyncza precyzja zmiennoprzecinkowej reprezentacji liczb. Jednak uzyskiwane
wyniki, porownane z wzorcem FRE6, wykazywaly znaczne btedy, nawet dla bardzo ggstych siatek
obliczeniowych (190x190 1 380x380). W zwiazku z tym wszystkie inne rozwiazania prezentowane
W niniejszej pracy poszukiwano w podwojnej precyzji. W rezultacie testow kod oceniono jako
stosunkowo wolny ale zapewniajacy uzyskanie dokladnego rozwiazania przy odpowiednim
zageszcezeniu siatki.

Lp Siatka Unin U max V min V max Nu,
FLUO 38x38 -158.94 105.31 -172.38 208.12 6.59
FLU1 76x76 -159.39 103.57 -173.61 220.60 6.47
FLU2 190x190 -159.77 103.51 -174.57 223.21 6.51
FLU3 380x380 -159.73 103.55 -174.73 223.52 6.50

Tabela 2.9. Zestawienie ekstremalnych wartosci sktadowych predkosci oraz wartosci liczby
Nusselta dla programu FLUENT

FIDAP (metoda elementow skonczonych)

Kolejnym z kodéw numerycznych wykorzystanych w tej pracy jest program FIDAP v. 8.7.0 [102].
Podobnie jak wuprzednio opisany pakiet obliczeniowy, FIDAP umozliwia stosowanie w
symulacjach szerokiej gamy modeli fizycznych i algorytmoéw numerycznych. Dyskretyzacja w
Program FIDAP oparta jest na metodzie elementéw skonczonych. Rozwigzanie nieliniowego
uktadu réwnan, bedacego wynikiem dyskretyzacji metoda elementu skonczonego moze by¢
uzyskane metodami projekcyjnymi, przy wykorzystaniu rozdzielania zmiennych ci$nienia od
zmiennych predkosci lub metodami sprzgzonymi.

Stacjonarne dwuwymiarowe rozwigzanie dla wzorcowego problemu otrzymano programem
FIDAP, stosujac kwadratowe elementy z funkcjami ksztaltu drugiego stopnia (elementy
Hermite’a). Nieliniowy uktad rownan bedacy wynikiem dyskretyzacji zostal rozwiazany przez
rozdzielanie zmiennych cis$nienia i predkosci. W Tabeli 2.10 zebrano wyniki dotyczace ekstremow
globalnych dla sktadowych predkosci uzyskane dla dwoch siatek, otrzymane dla residuéw na
poziomie 10™. Gléwna zaleta programu FIDAP jest szybko$é obliczen, zadanie FID1 rozwiazuje
si¢ pig¢ razy szybciej niz odpowiadajace mu gestoscia siatki zadanie FLUO z zastosowaniem kodu
FLUENT. Wyniki otrzymane dla wybranych punktéw kontrolnych nawet dla rzadkich siatek
38x38 (FID1) wydaja si¢ bardzo zblizone do tych uzyskanych dla znacznie ggstszych siatek
poprzednich kodéw. Jednakze ich doktadniejsza analiza, uwzgledniajaca skomplikowana strukture
przeptywu wykazata znaczace rozbieznosci w pordwnaniu ze wzorcem (por. rys. 2.10).
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Lp Siatka Upin Unax V in Vinax Nu,
FID1 39x39 -155.10 104.30 -178.07 227.02 6.64
FID2 77x77 -159.03 105.38 -174.93 225.17 6.44

Tabela 2.10. Zestawienie ekstremalnych wartosci sktadowych predkosci oraz wartosci liczby
Nusselta dla programu FIDAP

SOLVSTR (metoda roznic skonczonych — opis rozdzial 2.2)

Mimo, ze reprezentacja réwnan w kodzie SOLVSTR jest podobna do zastosowanej w kodzie
FRECON3V, jednakze kod SOLVSTR jest z zalozenia tylko dwuwymiarowy i dzigki temu moze
korzysta¢ z nie sprawiajacej ktopotdw numerycznych skalarnej funkcji pradu. Szybkos§¢ programu
SOLVSTR przy rozwiazywaniu zadanego problemu byla poréwnywalna z osiagana przez program
FRECON3V. Szacunkowy czas rozwiazania zadania z siatka obliczeniowa 200x200 (przy
akceptowalnym residuum < 10™) wynosit /0° sekund. Jednak obserwowana zbiezno$¢ rozwiazania
byla znacznie wolniejsza niz w przypadku kodu FRECON3V, utrudniajac nawet dla najgestszych
siatek osiagnigcie rezultatow rdézniacych si¢ od wzorca mniej niz 1%. W efekcie poréwnania
doktadnosci odwzorowania struktury przeptywu programu SLOVSTR wypadt gorzej w poréwnaniu z
programem Fluent i Frecon (Tabela 2.16).

Lp Siatka U,in U, ax V in V Nu,
STR1 50x50 -178.51 116.425 -191.450 248.063 6.63
STR2 100x100 -168.73 108.743 -183.605 237.538 6.78
STR3 150x150 -165.34 106.777 -180.327 232.612 6.73
STR4 200x200 -163.60 105.728 -179.554 229.670 6.67
STR5 250x250 -162.45 105.047 -177.356 227.635 6.65

Tabela 2.11. Zestawienie ekstremalnych wartosci sktadowych predkosci oraz wartosci liczby
Nusselta dla programu SOLVSTR

SOLVMEF (metoda bezsiatkowa — opis rozdzial 2.3)

Powyzej sformutowany problem rozwigzano rowniez metoda bezsiatkowa z wykorzystaniem
opisanej wczesniej aproksymacji DAM. Jak wspomniano, rozwigzywanie otrzymanego w wyniku
aproksymacji algebraicznego uktadu réwnan wymaga znacznie diluzszego czasu obliczen w
poréwnaniu z innymi kodami. Czas obliczeniowy potrzebny do otrzymania zbieznos$ci na
poziomie /0° na siatce obliczeniowej 100x100 okazat si¢ okoto 50 razy dluzszy niz dla
analogicznego przypadku rozwiazywanego programem SOLVSTR. W dodatku uzyskane
rozwigzanie nie spetnia podstawowych kryteriow poprawnosci (btad powyzej 5%). Dla
porownania warto$ci ekstrem globalnych zostaty zebrane w Tabeli 2.12.

Lp Slatka Umin Umax Vm[n Vmax Nuc
MEF1 50x50 -157.27 98.23 -171.18 254.21 6.89
MEF2 100x100 -161.87 103.78 -167.58 225.94 6.22

Tabela 2.12. Zestawienie ekstremalnych wartosci sktadowych predkosci oraz wartosci liczby
Nusselta dla programu FLUENT

2.4.3. Definicja rozwigzania wzorcowego

Praktykowane powszechnie porownywanie globalnych warto$ci (extremow) rozwiazan nie
wystarcza dla okreslenia dokladnosci otrzymanego rozwiazania. Przykladem jest poréwnanie
zamieszczonego w Tabeli 2.8. zestawienia warto$ci globalnych dla r6znych siatek programu FRE
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z profilami predkos$ci otrzymanych dla tych przypadkéw (Rysunek 2.9). Mozna zauwazy¢, ze
rozwiazanie dla siatki 40x40 (FRE2), mimo, ze charakteryzuje si¢ matymi bltedami globalnymi,
rézni si¢ w niektorych punktach profilu pionowej skladowej predkosci niemal o 50% od
rozwigzania wzorcowego (Rysunek 2.9.a). Podobne rozbieznosci widoczne sa tez dla poziome;j
sktadowej predkosci.

Powyzsze fakty dowodza, ze modelowanie naturalnej konwekcji z silnie nieliniowym czlonem
wypornosciowym wymaga dokltadnej analizy 1 ggstych siatek obliczeniowych. Porownujac na
przyktad liczbe¢ Nusselta dla najrzadszej siatki (FRE1) i dla siatki dwa razy gestszej (Tabela 2.8)
mozna bilednie wywnioskowaé, ze oba rozwiazania przedstawiaja taka sama konfiguracje.
Porownanie profili sktadowych predkosci (rys. 2.9.) jasno wskazuje na duze rozbieznosci w obu
przypadkach. Wida¢, ze rozwiazania charakteryzujace si¢ matymi bledami (2%-5%)
odwzorowania wartosci globalnych, i tym samym kwalifikowane zazwyczaj w literaturze jako
poprawne, moga w istocie opisywac rézne struktury przeptywu. Takie btedy moga by¢ decydujace
przy modelowaniu dodatkowych zjawisk, np. modelowania procesu krzepnigcia, gdzie nieliniowe
charakterystyki rownan przeplywowych sprzegaja si¢ z deformujaca sig, ruchoma granica frontu
fazowego.

Dla przeprowadzenia iloSciowej analizy jako$ci odwzorowania struktury przeptywu
zaproponowano nowa metodg weryfikacji. Do porownan wybrano profile sktadowych predkoscei i
temperatury otrzymane na podstawie rozwiazania wzorcowego (referencyjnego), otrzymanego
programem FRECON3V na siatce 201x201 (FRES). Wybrane profile aproksymowano
wielomianami wyzszego rzedu, co umozliwia ich poréwnanie z innymi rozwiazaniami bez
dodatkowej interpolacji (przy réznych rozmiarach siatek). Profile wyznaczono dla trzech
przekrojow: pozioma i pionowa lini¢ przecinajaca domeng obliczeniowa (Y=0.5 i X=0.5), oraz
pionowa lini¢ przecinaja obszar punktu siodtowego przeptywu (X=0.9). Wartosci wspdtczynnikow
wielomianéw interpolujacych profil sktadowych predkosci V;, V, oraz temperatury 7 wzdhuz
prostych X = 0.5, Y = 0.5 1 X = 0.9 zostaly przedstawione w tabelach 2.11-2.13. Profile te zostaly
przyjete jako numeryczne rozwiazanie wzorcowe dla omawianego zagadnienia. Wspotczynniki
zostaly otrzymane przy pomocy nieliniowej metody najmniejszych kwadratow (algorytm
Marquardt-Levenberg). Stopien wielomianéw oraz doktadnos¢ wspotczynnikdéw zostaty wybrane
w ten sposob, aby btad interpolacji (stosunek odchylenia standardowego do maksymalne;j
wartosci) byl mniejszy niz 1 %.
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Rys. 2.9. Wartosci sktadowych predkosci dla poziomego centralnego przekroju (Y=0.5)
uzyskane kodem FRECON . (a) — pionowa sktadowa predkosci,
(b) - pozioma sktadowa predkosci
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Vi v, T
ap | 0.653255375988277 | -0.0182133390825522 0.375731268271168
a; -236.702203764653 -0.534506952806084 | 0.0646566206852292
a 1443.71621734046 -4649.62374660758 -3.44261930694882
a3 -13999.9971459506 9166.34090898581 80.5716617494023
ay -48978.2873061909 184756.318840003 -849.389178138508
as 769502.177696391 -2267214.57474188 5426.31856180659
ag -2826411.42861687 13921830.6389979 -20619.6870300723
a; 5049355.25968998 -50905496.7836152 47584.9389176856
ag -4889309.49455426 117326421.048108 -66982.5680747791
a9 2473294.32955038 -175454949.94745 54146.8042661755
ajo -514661.642022168 170542299.447756 -18312.94874948
a -104264882.357183 -5638.00828334596
ap 36505160.4951902 6840.33395345218
ajs -5592440.58260601 -1672.49783568399

Tabela 2.13. Wartosci wspotczynnikow dla profilu wzdtuz prostej X = 0.5

Vi v, T
ap | -0.971923736403444 1.00212115245059 | 0.999467521831559
a; 435.542611756185 12877.9988611009 -6.23069515529224
a -35897.4472988611 -259340.543848846 -18.9999577130502
a3 1124550.4608794 2053796.14649148 433.527770212382
Ay -19836290.5781327 -5602841.78532119 7318.66314332766
as 217415780.824244 -30304885.3151783 -180265.707163689
g -1573770830.54861 358963997.276281 1714792.57838228
ay 7864305725.45593 -1697089432.98434 -9862261.15685317
ag -27964717917.5742 4892293454.42925 38472869.7475459
g 72090244360.2021 -9357882052.45715 -106665059.51901
ajo -135881981012.186 12081139841.5678 214297962.730994
ap 187042192305.203 -10321221406.5473 -313025047.586471
a -185722571203.416 5462280648.88341 328987879.084903
as 129406337902.134 -1489621427.86707 | -242193161.156869
ag -59987319824.8771 62096039.6233113 118435075.266555
as 16604163672.9515 43140732.9300454 -34530031.2923873
a6 -2075551754.938 | 0.321619021644532 4539519.05438302

Tabela 2.14. Wartosci wspotczynnikow dla profilu wzdtuz prostej Y = 0.5

U w T
EN 1.37834316239398 1.11560341761746 | 0.308900034946171
a; 869.803859921856 -682.103162659822 | -0.574121199057708
a 74379.0946531731 64546.3444091368 74.382226060503
a3 -3924258.51426546 -2657731.00888943 -3161.22612928187
Ay 89435741.7003693 60098287.7693382 74817.9579968359
as -1217186200.6406 -822661490.080435 -1125745.01070913
g 10971526417.6405 7425487150.03986 11435967.2156945
ay -69219909243.1401 -46729243229.224 -81662746.1201518
ag 316473663407.374 212583413470.936 421890116.068198
g -1072529330832.37 -715751344227.008 -1608940868.43137
ajo 2732146343933.84 1809508968294.41 4588612041.2787
ap -5267137304120.64 -3459353036180.82 -9850623665.12099
a 7684697385210.4 5001906037363.17 15919604870.6355
as -8422179003474.85 -5429815720822.07 -19229337194.963
ag 6816871501820.86 4350956298121.35 17073562106.7329
as -3949555692631.44 -2494534120078.54 -10804649895.8457
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a6 1548473261831.82 967384927672.173 4608652340.13695
a7 -367847357872.57 -227214939183.605 -1186818611.97188
ag 39966515019.2774 24398428716.3919 139329555.368117

Tabela 2.15. Wartosci wspotczynnikow dla profilu wzdtuz prostej X = 0.9

Za miarg doktadno$ci wyznaczenia wartosci funkcji f(x;) badanego rozwiazania numerycznego,
otrzymanego dla N x N weztow, przyjeto odchylenie standardowe obliczane w stosunku do warto$ci
w(x;) wielomianu rozwiazania wzorcowego (Tabele 2.13-15) w weztach x; siatki:

5= (7)) (2.51)

Dla trzech wybranych profili odchylenia standardowe ¢ sktadowych predkosci U, V' i temperatury
T opisuje dziewig¢ wskaznikOw: &,;. &Evr. &1, €z Ewa E.Eu3, Ew3 OTaZ &43. Wartosci te obliczone dla
testowanych przypadkéw zebrano w tabeli Tabeli 2.16 1 pokazano na rys. 2.10.

Zaproponowana miara doktadnos$ci moze by¢ latwo uzyta do oceny wydajnosci dowolnego
rozwiazania numerycznego, bez wzgledu na wymiar siatki, na jakiej zostato otrzymane.
Przyjmujac trzy odchylenia standardowe jako dopuszczalny blad rozwiazania, mozna uznaé, ze
tylko rozwiazania FRE4-7 1 FLU3 spelniaja kryterium doktadnosci, czyli sa wystarczajaco bliskie
rozwiazania referencyjnego.

Y=0.5 X=0.5 X=0.9

Eul Ewl &1l Eu2 Ew2 & Eu3 Ew3 &3
FRE6 | 0.2831 1.3876 | 1.64E-06 0.1670 0.0024 | 8.03E-08 1.2667 0.6012 | 2.28E-05
FRES | 0.3284 1.6127 | 1.94E-06 0.2045 0.0293 | 2.14E-07 1.2213 0.6626 | 2.35E-05
FRE4 | 0.5411 1.8601 | 3.20E-06 0.4004 0.2127 | 8.77E-07 1.3658 0.9012 | 2.57E-05
FRE3 3.5512 7.7287 | 1.94E-05 2.4778 2.4683 | 8.55E-06 3.0392 4.3332 | 5.45E-05
FRE2 114.45 178.24 | 6.98E-04 69.645 95.363 | 2.48E-04 67.3915 144.683 | 1.10E-03
FRE1 1893.7 2857.7 | 4.40E-03 753.31 1874.6 | 1.36E-02 364.095 1492.25 | 9.50E-03
FLU3 1.5510 3.0529 | 5.32E-06 0.2201 0.0892 | 2.50E-06 4.8378 5.1385 | 7.08E-05
FLU2 1.8745 3.1868 | 6.84E-06 0.2514 0.0488 | 2.43E-06 5.3223 6.1924 | 7.79E-05
FLUI1 6.1705 8.8068 | 4.52E-05 0.4913 0.2016 | 7.51E-08 34.2911 91.7224 | 3.68E-04
FLUO | 28.760 49.564 | 3.55E-04 2.5880 1.2864 | 2.88E-05 91.4327 433.448 | 8.58E-04

FID2 | 3.8785 11.347 | 1.70E-05 7.7958 5.0095 | 1.48E-05 5.9907 18.3377 | 3.87E-05

FID1 10.678 24.737 | 6.03E-05 13.056 35.092 | 4.70E-05 15.0269 27.8671 | 2.04E-04
STRS | 2.8876 10.924 | 8.17E-06 1.4492 1.1331 | 6.39E-06 7.0646 8.5051 | 7.10E-05
STR4 | 4.3005 18.850 | 8.95E-06 2.3089 1.2263 | 1.30E-05 11.1198 13.5929 | 8.40E-05
STR3 7.6570 34.860 | 1.87E-05 4.5268 2.9492 | 2.61E-05 16.8484 17.3370 | 9.09E-05
STR2 | 20.769 77.964 | 6.67E-05 11.768 11.837 | 5.88E-05 32.4156 20.6114 | 1.01E-04
STR1 283.48 506.50 | 1.26E-03 127.88 251.92 | 2.83E-04 221.818 79.4415 0.0014
MEF1 586.31 1176.3 | 3.48E-03 214.57 799.64 | 5.34E-04 267.977 481.019 0.0038

Tabela 2.16. Wartosci estymatorow dla sktadowych predkosci U, V oraz temperatury T wzdtuz
prostych Y = 0.5, X = 0.5 oraz X = 0.9

Analiza wrazliwo$ci siatki wykonana dla pigciu opisanych powyzej programow pozwala na oceng
zbieznosci rozwiazan i na oszacowanie ich asymptotycznego zachowania. Na rys. 2.10 wida¢, na
przyktad, bardzo powolna zbiezno$¢ rozwiazan programu SOLVSTR w poréwnaniu z programem
FRECON. Analiza warto$ci odchylenia standardowego wyznaczonego dla kolejnych siatek i
rozwigzan dostarczanych przez programy FLUENT i1 FIDAP wykazuje zbiezno$¢ liniowa, co jest
takze duzo gorszym wynikiem niz ten otrzymany przez programy FRECON, czy nawet

50



SOLVSTR. Rezultat ten jest zaskakujacy, gdyz teoretyczny wykladnik zbieznos$ci wszystkich
analizowanych kodow jest ten sam 1 wynosi dwa.
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Rys. 2.10. Miara doktadnosci rozwiqzania numerycznego w funkcji odlegtosci miedzy weztami.:
(a) — €u1,€ vidla skladowych predkosci wzdtuz prostej Y=0.5;
(b) — €.2,&v2dla sktadowych predkosci wzdtuz prostej X=0.5,
(c) — €u3.€v3 dla sktadowych predkosci wzdtuz prostej X=0.9;
(d) — &1, &, &3 dla temperatury wzdtuz prostych Y=0.5, X=0.5 i X=0.9

Analizujac rys. 2.10.d mozna zauwazy¢, ze btad rozwiazania dla temperatury znacznie szybciej
maleje niz ma to miejsce dla sktadowych predkosci. Wskazuje to na niewielki wptyw cztonu
konwekcyjnego na zbiezno$¢ rozwiazania. Wynika z tego, ze porownywanie samej temperatury
nie jest wystarczajacym kryterium poprawnosci rozwiazania, przynajmniej dla analizowanej
konfiguracji.

Metoda bezsiatkowa zastosowana w programie SOLVMEF nie pozwala na osiagnigcie
wystarczajacej dokladnos$ci rozwiazan. Blad obliczony wedlug powyzej zdefiniowanego kryterium
jest nieakceptowalnie duzy, a bardzo powolna zbiezno$¢ kodu uniemozliwita przeprowadzenie
testow dla duzej liczby punktéw kolokacyjnych. Zmiana metody rozwiazywania ukladu réwnan na
bardziej zaawansowang oraz wykorzystanie tzw. preconditioningu by¢ moze pozwolitaby pokonaé
te trudnosci.
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Podsumowujac, zdefiniowany wzorzec numeryczny pozwala na wiarygodna oceng doktadnosci i
wydajnosci kodow numerycznych dla przeptywow lepkich 1 termicznych. Moze by¢
wykorzystywany w pierwszym etapie weryfikacji — weryfikacji programu. Przeprowadzone testy
pokazaly na nieadekwatno$¢ oceny zbieznosci na podstawie analizy punktowych wartosci
wybranych zmiennych. Poréwnane tutaj dwa kody komercyjne i trzy akademickie wykazuja
znaczne réznice w szybkosci osiagania zbieznego i doktadnego rozwiazania. Stosujac definicjg
btedu oparta na odchyleniu standardowym dla wybranych profili predkosci i temperatury
stwierdzono, ze tylko rozwigzania kodow FRECON3V i FLUENT sa doktadne. Jednak uzyskanie
doktadnego rozwiazania komercyjnym programem FLUENT wymagato siatki obliczeniowe;j
sktadajacej si¢ z 380x380 weztow, prawie dwa razy gestszej od tej uzytej dla uzyskania podobnego
rozwigzania programem FRECON3V. Niewatpliwie komplikacje wewngtrznej struktury bardzo
rozbudowanych uniwersalnych programéw komercyjnych moga utrudnia¢ uzyskanie doktadnego
rozwiazania. Stosowanie wzorcOw numerycznych, takich, jaki powyzej zaproponowano,
umozliwia obiektywna oceng jako$ci rezultatdéw generowanego tymi kodami.
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