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4.1 Cel i zakres modelowania, uzyskane rezultaty
ACBEDFB$G!HIB�J$K�L(MNJ$OQP!RSJ$G:T(B$UVG�J�DFW�LQT(B$OYX[Z:BQ\Y]^HVG`_>WFO
RSBEX>\
HaWbZ:BEX[cFW`dSB$G!HfebeNK:ghB�DFi�d _hHVZ$P�X$ZEG:PFX[cjWMFOYW�LQThP�X$clkNJEWmRnJoT>O
HIBEX[cFp9RSWFqEUVHfdrP�X$csDFWtB$GFB[UVHVZ$Pjd dSB$O>eNG`KNBEX$csUuBovNWFOYBoT(WFOQP2\
GwP�X$cyx9z�P!RSX$Z:BwL{J$R dO
Z:J�X$Z$P:d|H}LQThP�X$c MFOYW`vFUuJ$RSBEX$c HVG`q$P!G!HIJ$O~L(KFHIX$c W`v�L(Z:B$OQP RnBQ\Y] KFO
Z$P:dSWFUVHVG!HIW`dSJEp"Z�ghWFq:WmG�J v�O
Z:J$kFH�x�%O
Z:J$G!HIJwL(HIJ$G`HuJ�drP`G!HVKNi`d�MNWFR|HIB[OYi�d�Z�MFOYW8L>ThP�X$c�kNJ�WmRSJ�T>O
HVH=G�B6Z�g�Wmq:WFGFJ�K�L
Z$T(B2g�ThP�\YJwL>TaX[Z:�wLQT(W�vNB$O{D`Z:WZEkFOQeFv�GwP!R�MFO
Z[Pwv�UVHVq:J[G`HIJ$Rnp�K`T(iFOYJ�d�MFO
Z$P!MNBED`K`e�O>eyX$cwe�M:g�P!G:e�RSWFq:J9k`eFvFHu��H}LQT(W`T>GFJ�XEJEX$c:P�MFO
Z�J$M:g�P:d�e� G!M�x�UIWmKNB[UVGFJ3Z:B�d|HVO{W�dnB$G`HuB6d�P:dnWwghB[GFJ3KFO
Z$P:d�HVZEG�B$R|H=vFO(Z:J$kNi`d|�Yp�Z$dnB$q$P:d�L
Z$P�p�q:J�X$cFB[OYB$K`T(J$OQPNL>ThPFX[ZEGF]XEJEX[cF]�Z:B$kNB�D`G`HIJ$��T(JEWmO(HVH�MNWmUuB=\YJwLQT,d�OYB$qEU�HfdSW��Y��HuX$c9OYWFZ$d�HI]$Z:B$��G�B�G�BodSJ�T�G`HuJ$ZEGFB�X$ZEGFJaZER|HuB$GwP�K�L(Z$T(B~g�ThevFO(Z:J$k`e�W`v�L(Z:B$OQe%x,��WFk:gh�ov�HIWFGFB�B$GFB$U�HVZ:B�Z
\YBod�H�L
K^T>OYB$GNL
MNWFOQThe�RSB:LQP�p�MN�EDwe�H|J$G�J$O
kFHVH�d"O
Z:J�X$Z$P:d|H}LQThP�X$ceNK:ghBEDFB�X$c�drP!MNJ~g�G!HIWmG:P�X$c�O{WmZ$ThdnWFOYJ$RsDwdre�L
K:g�BED`G`HVKNW`drP`RlUfeFv�L>eFv�LQT(B[GFXQ\Y]=\{JED`GFW�L
K:ghB�D`G`HVKNW`dS]�drP!RSB$kNBd�HI�EX d�P!KNWFO
Z$PNLQT(B[G`HIB d�L
MNi:ghX$Z:JwL(GwP�X$c Z:BEBodnB$GNLYW`dSB$G:P�X$c T(J�X$c`G!HVK LQP!R�eNUuBEXQ\
H GweNRSJ$O>PFX[ZEGFJQ\ x¡4BwL>T(W8L{W�dnB$G`HuJ?The�KNWFRSJ$O{XoP2\
GwP�X$c�p6MNW`d�L(Z:JEX$c!G`HIJjD`ZEH��+DFW�LQT(�[MFGwP�X$cFp�KNW1DFi`d KNWFR|M`eFT(J$OYW`drPFX[c�\YJwLQTWFkFOYB$G`HuX$Z:WFGFJ�H�G!HIJEJ$_>J[K`ThPwd�GFJ�p�Z�J�d|Z�kFUI�EDwe�GFB�HIX$c�WFkNiFUVGFW��Y��H�X$Z:�wL>T(W¢v�OYB$K�RSWmq�UVHfdnW8�{X$H,MNW8L(Z:J$O
Z:J[G`HIBeNq$P:ThP�X$c£d¤G`HuX$c�RSWNDFJ$UVH�xC¥�UIBoT(J[kNW?d LQP!R�eNUuBEXQ\
HSKNWFR|M`eFT(J$OYW`dSJ>\6Z ghWmq�WmG:PFX[cFpndnX$HI][q£G!HIJ^DFW'KNWF�FXEBMNWFZEGFB$G:P�X$cFp,MFOYW1X�JwLYi`d�T>OYB$GNL
MNWFOQThe�d�eNK:ghBEDFBEX[c3vFHVG�B$O
GwP�X$c�Z�J6ZER|HuB$GF]�_>B$Z$P�Z:BwL{BED`GFJS\YJwL>T|ThdSWFO
Z:J[G`HIJ

oprogramowania zorientowanego tematycznie, elastycznego, w którym implementacja nowychRSWNDFJ$UVH¦G`HIJ�LQT(B$G�W�d�H=MFOYW`vFUuJ$R�eyp�B6drP`G!HVKFH=eNZ$PNL
K`e[\{J�L
HI�6d§OYWmZ!LY]ED`G:P`R"X[Z:BwL
HuJ`x©¨ JwLQTST(W�L
Z:X$Z�J$kNimU�G`HIJH�L>T(W�T>G�JEp�kNDwP�GFB$O(Z:�ED`ZEHIJ�W`vFU�HIX$Z:J$G!HIW`dSJ'L�g�eNq$P���RSB�MNWFZEGFB$G!HfelZ
\YBod�H�L(KªMFO(Z:J$Z�eNZ$eNMNJ~g}G`HIJ$G!HIJEp�X$Z:�wL>T(WKNW�L
Z$T(W`d|G:P�X$c|HFqER�eyD`G:P�X$cFp`vNBEDFB[�SDFW8�>d|HuBEDFX$Z:B$U�GwP�X$c�x
¥�UIBoT(J$kNW|\YJED`G:P!R«Z�MNWND1LQT(B�dSW`d�P�X$c¬XEJ$Uui�dlvNBEDFB$��v`P�ghW­L>ThdSWFO
Z:J[G`HIJ�v�HfvFUVHuW�T(J$KFH�MFO{WmkFOYB[RSi�d®DFWKNWFR|M`eFT(J$OYW`dSJ>\�LQP!R�eNUIBEX>\
HFG`HIJ�e�LQT(B$UIWFGwP�X$c�Z
\YBod�H�L
KSKFO
Z�J$MFG`HI��X$HIB=H`T(WFMFG`HIJ$G!HIB�Z�KNWFGwdnJ$KNXQ\Y]=d�_>B$ZEHuJ�X$HuJ$K:ghJQ\D`UIB�eNK:ghBEDFi`d \YJED`G�W8L(K:ghBED`G`H�KNW�drP�X$c H?v�HVGFB$O(GwP�X$c¯d Z�ghWFq:WFGwP�X$c Dwd�eFdrP!R|HIB$O{W�drP�X$c W�vyL
Z:B$O{BEX$c

geometrycznych.

W ramach realizacji tego zadania opracowano dwa programy metody elementówL
KNWF�FX[Z:WmG:P�X$c �±°�²�³ ��x�´YX$cµW`vFU�HIX$Z:J$G!HIW`dSWN¶
J$_>J$K`ThP:d�GFJtB$UVkNWFOQP:T>R�P�eNZ$PNL(KNB$GFW�MFO
Z�J$Z·Z�BwLQT(W�LYW`dSB[G`HIJMFOYWNXEJEDweNO�LYJ$K`dnJ$GFX�P~\(GFJ$kNW�H=H¸T(J$OYBEXoP2\
G�J$kNW�OYWFZ$d|Hu]$Z:B$G!HIB­L(MFO
Z:�$q:WFGwP�X$c�eNK:ghBEDFi`d¹OYi`d|G�B$��Z:B�X$cFW`dSB[G`HIBRSBwL>P�p�MN�EDwe�H�J[GFJ$O
kFH�HIp�J$GwT(B[UVMNW�dnJ$kNW�WFMFH�LQe�J[_>J$K`T(i�d®X$HIJ$M:g�B�eFT(BQ\YWFGFJ$kNW�GFB�LQT(B2ghJQ\|L
HuBoT(XEJ�MNWND`ZEHIB~g�e¢WFOYB$ZOYiFqEGwP�X$c|T(JEX[c`G`H�K�OYWFZ:D`ZEHIB2g�e�dºX$Z�BwL
HIJ � OYWFZ:D`ZEHuB~g<»�x½¼F��x:¾"MFHIJ$OQd�L
Z$P!R�MFOYWFkFOYB$R|HIJ=drP`KNWFO
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c�W£Â~Ã[pV¼NÄ±Å�O{WmZ:D`Z�HIB~g�eÆW`vFUVHuX$Z:J$��MNimU�MFO{�ED`KNW8�{X$H�H¦X$H��(G`HIJ[G`HIB
wraz z jawnym trójpoziomowym schematem Adamsa-Basfortha kroczenia w czasie. WB$UVkNWFOQP:T>R|HIJ�W�v�UVHIX$Z:J[G`HIW`d�P!R D`O>eNkFHIJ$kNWÇMFOYWFkFOYB$Rre¯Z:B:LQT(W�LYW`dSB$G�WÇRSJoT(WNDF��OYWFZ:D`ZEHIB~gIe WFMNJ$OYBoT(WFOYi`dT>OYB$GNL
MNWFOQThe�KNWFGwdnJ$KNXoP2\
GFJ[kNW�H�DwP!_�eNZ$P2\
G�J$kNW�djDwdni1X[c�GFB:LQT(�$M`e[\Y]�XoP�X$c�MNW9LYW`vFHIJ�JoT(B$MNBEX$c�X�B~g�KNW`dSB$G!HIB�d
czasie niejawnym schematem Eulera [3,4,5].�.W8L(Z$eNKFHfdnB$G`HuJÈT(B$KFHIX[cFpsW`vFUVHIX[Z:J$G`HuW�dnW J$_>J$K`ThP:d|G:P�X$cFpªT(JEX[c`G`H�K O{WmZ$d�HI]$Z[PwdnB$G!HIB eNK:ghBEDFi`dL
MFO(Z:�$q:WFGwP�X$c G!HIJ$UVH�G`HIW`d�P�X$c OYi�d�GFB[� OYiFqEG`HIX[ZEKNW�drP�X$c X$Z�]wLQT>KNW`d�P�X$c � UfeFv HIX$c DwPNL
KFOYJ�T>GwP�X$cWND`MNW�d�HIJED`G!HVKNi�d d MNW�LQT(B�X$H O{i�d�GFB$� B$UVkNJov�OYB$HIX[ZEGwP�X$c!� \YJwL>T MFO
Z:JED`R|HuW�T(J$R Z:B$HVG:T(J$OYJwL{W�dnB$�RSBoT(J[RSBoThP!KNi�dtH�GweNRnJ$OQP!KNi�dsdsd�HIJ$U¸e�W��
OYWND`KNBEX$c�GFBoeNKNW`d�P�X$c�GFB6�>d|HuJEX$HIJ`x��.W`d�L(Z:JEX$c!G`HIJ9B[KNXEJ$M`The[\YJL
Hu�=Z:BwLQT(�[MNW�dnB$G`HuJ©T(JEWmO{JoThP�X$ZEG`HuJ�DFWFK:ghBED`G:PFX[c�RnJoT(W1D,\YJED`G�W1X$Z�JwL
G�J$kNW�OYWFZ$d|Hu]$Z$P:dSB[G`HIB�MFO
Z:J$ZrMFO
Z$P:v�UVHVq:WFGFJT(JEX$c!G`HVKFH¦LYJ$K`dnJ$GFX�P~\(GFJ$kNW�H�HfT(J$O{BEXoP2\
GFJ[kNW�DFWNX$cFWND`Z:J$G!HIB9DFW�OYWFZ$d|Hu]$Z:B$G!HIB`x�z�J¬DFWmK:ghB�D`GFJ�vNW`d|HuJ$RµRSBQ\Y]T>OQeyD`G�JaDFW6Z:BEB[KNXEJ$M`T(W`dSB$G!HIB�KNW�L
Z$ThP�W`vFU�HIX$Z:J$� � Z[d�ghB:L
Z:X$Z�BÉdtOYJ�B$UVGwP�X$c�Z:B�DFB$G`HIB�X$c9T>OYio\>d�P!R|HIB[OYW�drP�X$c`�{p
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strukturze dendrytycznej, charakterystycznych dla solidyfikacji stopów metali, tensor���������	��
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co prowadzi do zlinearyzowanej formy równania energii (4.20). W przypadku
zastosowania jawno-niejawnego schematu Adamsa-Bashfortha-Eulera przybiera ona���������
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dyfuzji i niejawnym schemacie Eulera, wówczas zlinearyzowane równanie energii
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1(3�����%8��)#*F�-,#)+ �*C�#�G3H*I��*C@J5#6FA���"-3�1D���K��������L#�.<+1(,
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5#6CP�QSRUT�V�W�QSRUT�X.Y�R
3. u)# ��DA��#�G3�)C�0 G5#6Z%8@G*F���#[\���.*C3]��%D)# &NG"^�^_&3#�7�-3]����"-����3#����3#%(���0<�%� Tk

m� 1 jest wykorzystywane do

obliczenia nowej iteracji entalpii H k
m � 1 z (4.30).
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mniejsza od zadanej tolerancji g H , tzn.: max /abs H H Hi
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Re = 100
Dimensionless time = 2.0

Streamlines Pressure contours
(� � min.=-0.088)

Steady-state

Streamlines Pressure contours
(� � min.=-0.103)

Re = 1000
Dimensionless time = 8.0

Streamlines Pressure contours
(� � min.=-0.092)

Steady-state

Streamlines Pressure contours
(� � min.=-0.118)

Re = 5000
Dimensionless time = 8.0

Streamlines Pressure contours
(� � min.=-0.076)

Steady-state

Streamlines Pressure contours
(� � min.=-0.120)
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��P�S���I��� 9����¨s5���/K���t
�¦	��-dB��� ©
max  w epicentrum,�CLT/�%����,����'�����ª�

Rys.4.2 «M¬�­.®/¯
°�±5²a³h­.´Bµh¶E®�·D¸!°E³h®�¹�°1®�ºP²¼»¦°�³½°1®�¾h®�¿S²¼»o¿�¹@µ ÀYÁcÂ�·D­.®�µh¶E®�¿�Ã�¸BÄP¶�Å�¾½Å/ÀYÁPµE±1ÅS­�Æ�Â@¾cÃ�¸BÄeÇ%²
Tabela 1 «)È¦¶EÉ-Ê-­�²!ºPÅ/±1¾h²&¿SÅ�­XÊ-®�·�¸B°c¯�Á½¾h¶E¸-».°E³h­�Ë�µhÁ:µE±5ÅSÌ/ÀYÆ�¿S¾h²BÌ�®^¿�°5­.Á

Re=102 Re=103 Re=5 = 103

Opracowany model -0.103 -0.119 -0.119

Ramaswamy et al. [28] -0.103 -0.118 -0.117

Ghia et al. [29] -0.103 -0.118 -0.119

-1.0 1.0x-coordinate  and horizontal velocity
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Re = 1000

Ghia et al. [14]

R e = 100

Ghia et al. [29]
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�>0(���$���>6,�-�?7��@�>�-A�0B��6C
@��DE�F
,�>�-��6C
:���-��7(3��?�����9��DC�G7(3H
�6C�98I�J�K0��>�-A�0B��6��L7��$�,.��-���M�-���E��6@����6@���N����6C�O���������
P �O�,.����,6����Q�	����6����-�*�R7��S0(�����$�4���L�,�O���,�$�4'S�@�F
��T�,�-�*�$U�5�6(
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��6C
@��DZ�J�����
Ra g L T T cT c h c p l

[ \] ^ _a`3 21 63 8 1 6/ .

Ra=105 Ra=106 Ra=107

b b
min=-9.963,  c c b b =0.5 b b

min=-17.42,  c c b b =1.0

b b
min=-29.8,  c c b b =2.0

pmin=-9.4E3, pmax=3.75E3 pmin=-9.5E4, pmax=1.93E4 pmin=-9.7E5, pmax=1.25E5

Tmin=-0.5, Tmax=0.5, c c T=0.05 Tmin=-0.5, Tmax=0.5, c c T=0.05 Tmin=-0.5, Tmax=0.5, c c T=0.05

Rys.4.3. d �X6,�-�Z7��$A1�C�98K����6C'�����
O���feS6,�-��6,�-�Z��7����-�Z��0(�,'S�����	�,�g�h� P 'S���-��6��)�Q���K6(�
�����)���
swobodnej w kanale o przekroju kwadratowym

� '�
�� 7��@� P 0(�1��D,6��-� P 'S� P �@�O��6(
,� i4.���6@��D,�
�����,��j"7��S0�
k�$lW'S�m�
�I�����on!�@� PkP ��6@� P$p �rqks�t�8gu�vS8w';�=<
0(�x3y�K5(��6,�-� P 'S�x3��)�R%�l P 'S�zeJ���Z7(3H
�6(�{�Z���X6,�-�,�
�)�R0(���g��5�6��Ye$��� P � 3|�F
,7������}���~'S���>7����$�W'�����
@8?%�UK�S6����F������6��
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Rys.4.4.  Czasowe zmiany temperatury w wybranych punktach przekroju odlewu

� ��
� �+: ��� Q," Y����( a ��'����J(��sf�����j~��!"��(J�
�B���
���[�������:
��u��)D�:��,-�����:�Tl$���: 
!U�9>.���������T����#9�%G��
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��9>
rl  od temperatury stopu:
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STREAMLINES

TIME = 100 SEC. TIME = 500 SEC. STEADY STATE

ISOTHERMS

      Time = 100 sec. Time = 500 sec. Steady state

Rys.4.8. ���������	��

������

�����	����������
��������! ����"�	#$��#��������%��
��!���	�&#$�
�('��	#$�)�!���*�	+,��

�*#-

.����	+0/�132���465�7�89 �&�!#:��#�
!;�<:#-�	���	=��!<-�>1?2��!4656@A#�1?2��!465�7��������*�CB�DE�F�G#-

��
H
��!��
��,#$�*�!�&#$
I�����J��B%KMLNKO@�@P#����CBQKMLNKR@%7�S!�

��
TBJDE�*�	#��)+��,#:<$
!�����	+G<U#:�!#:#����WV*�� X#���Y
<!DE�	.,���	���FDO ��J�,�>���	�"���*�	��

���!.Z��
�[O
����	�&#$�	.Z\����	�&#$�F�]��
����F^_<$YC�
/R�]�&�*���*�)���	���������	��
I���E�	�����*S������!DEY����J�`�0�	�JDE
T'�a>�"�b[c��
!�G#dDE���6�	��DE�	<U��#:#%����B�D`�WY��,����e��	#$�	��[_�PDE

���&#$�	�!#-��#

gdzie fl=0,5).

f g g h if g g h if g g h if g g h if g g h i j k k l m j k k l m
Rys.4.9. n�;����)�� NBJDE�	<$
����)\�
I��
�<$�������*�!��
T'��	#!oX��
���Y!�G���	�!#$�>
!;�<U#$�	���	=,#��	�TB����	���!.0�	��DO 

p #U.G���q�G#U�Z<$

�! )�WV*�F�rB�#$�s� ��

<:���&. �����F�]�!. �W

\! r�! ��0�FDO�t
��!\��J���0�u����B��"�!�!#$�	��Vv��
�<$�u�w 
���.�
!���	�&#d x
�;yB����)�J z���	.��	�E�*�!#$�%DE�J����
����yK|{E��

<} )���~

���uDO�&.����J��
��!#-����
!�G#-�	�����	+&�!#$�~<$
��� �
����	#-�	��[O�J�
�0
C���yKC�,<$�FDE�	\�
���
��	��VFD���
!��
���[O��B���# w �W

��DA<$
��� z��� w 
���.� )���~B�#$�G���)����B�#-�I����
��*��B� yS`�	�G#-�	�TB����~B�#$��#:<$
T'�aw �	�	�zBJDE��[O�J���q��
�<:���J��S������F�0�J�]�	����'W�	#��! ��0�FDO�yK���
���
�;��!#$�����)����
��������"�!�!#$
��*#:.G�����G#U������BJD>.,�!#$�J��B��	��S3�

Case_1 Case_2



98

���������
	��
�����������������������! "�#�$��%!&��('")��!�! +*,�-�.�/�������10"�� �%�	2�43�57698�:<;>=!?@�A%>�B&DCE�F�!�"�.�G�H�I5J698�:<;<K�L�M
%!&��"�.%>�N�����O57698�:P;>=Q�R�.�����!�S��T!���U0"�� "VW�DXYTE����)����� Z "����%> "&[���� "�����"�\���.�9]^�Q�+�[&+�>���2�>&D�_%!&��( "%�	����-�
�!%��2�!0��N���� `T>�"&D�����^%>���!��T!�E�a�!�^&b +*b ��+�[&b���9���! +*9�� N0"c��.���>X�dRegf�hi3+&b�!�����N���j	/=!?kL@lm ��+�9���^�/���!�>0"�N�E a�!�
&+�>�kLonpL2K�qr�<npL2Kkn>]Ps>���N�� �%>�!&bCE�F�!���!�a���!�>�"���E t&b�!�N��	2�u���a%!�U�B�E�E�� +*4����	2�N�!���9 +*F%!&b'N���>��vb0"�,�!&b�"�1�����"���
	��2�
frontu fazowego we wczesnym czasie procesu (po 500 sekundach) oraz w stanie ustalonym3�������X�s>�"���.�w%>�4�!�>��	2�4q!x!x!x��D "���>�!��?kL

Rys.4.10
Lzyz�!�N��	2�u��%!�U�B�E�E�� +*7����	{�N�!�E�� +*

%!&b'N���>��vb0"���F���N	��>)R�����!%>�!�N���!�9 +*|���!�� }�2�
w jej trzech przekrojach

~��p���!�j�����������!�!�����!�p�N�����
d��!��	2�N�����U +*
���(���"�!����������&[���mLonpL�K�q��1&+�>�kLonpL2Kkn�%>�B�>�"����*b N]`)� ��/���9�Zs> "�! "&D�"�����U ����>0N "%������9�"�\���E0"c

�R���.���>C�� �[�.�-�>���N0+*��a���>�� "&+�E0"�N�E +*w3+&[���mLonpL�K�q�?D]�0"c��/�\���E�� ����������
	��2��s!&b�"���U0}�����>�!�N�+��C>�Q�$���B�>�����! 
%!&b'N���>��vb0��|�>��T!�� "s>�[*bX����F���!��0��N���H��%>���DCET��>�H�!�"���E0"c� "����%> "&[���� "�����"�\���E0"c!]|�"��	2������0"������v�&b�>���>�E�� +*
0"��'�vb0"�,���!�� }�2��L7lk N���EXr�a���B)N�\�G�-�E0"cS%!&��"�E0"�����$�2�E0"cS&b�B��T!�� ")u�!��vb0"���9�B)( �T��E�� "�[ "���9%!&��( N0"cN	{������ ������
0"�� u0"�"�E]Q��T��b �&+�9�����"��� �  �����%> "&+�.�9 ��!0"�� 3+&b�!�����N�U�
	�=!?D]Q� �.�� �!�/�Ns!�U'N�������!��� � �9�>�! "�G�
��T!����0��� "���U�E�R�.��L@M ���!�S�¡�� "�/%> "&D�}�2�>&��� $%>�B�.��)� +*¢�� "&D��3+�E�}�� }�¢�!�¡£�¤ O 57?¢�9�!)� ¥�¦%>��0"�(X}�[�>�E�R�E0"c
0"�����b�N0"c§%!&b�>0N ��[�¨�R�.%> 
	����U�N�¥�u�!�N0"�u�!XS0"��'�vD����Tk*b'k����vD0"�-���!�� }�2�©32�Z*b +*¢s>CB&��E +*10"��'�vD0"��?kL«ªF�� "s>�^�!�!�

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X -d im en sion les s coo rd ina te

-0.6

-0.4

-0.2

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

V
e

rt
ic

a
l v

e
lo

ci
ty

 (
m

m
/s

e
c.

)

TIME = 2000 sec.

Y = 0.25

EXPERIM ENT

CASE 1

CASE 2

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X -d im en sion les s coo rd ina te

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

V
e

rt
ic

a
l v

e
lo

ci
ty

 (
m

m
/s

e
c.

)

TIME = 2000 sec.

Y = 0.50

EXPERIM ENT

CASE 1

CASE 2

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X -d im en sion les s coo rd ina te

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

V
e

rt
ic

al
 v

el
oc

ity
 (

m
m

/s
ec

.)

TIME = 2000 sec.

Y = 0.75

EXPERIM ENT

CASE 1

CASE 2



99

���������
	�����
���������������������������� �
��!#"$	��#%&�
����'�(*),+��-"$	�.�(/�/0��1�$)2����
��$	#"3�4�5��
��$	#�����4	30��6�$(*
��$��%&�
	2"3�*
������
�3�7%
!��3�

�!8	3��'��������9�;:��*
�"3(9
=<�%
��>?��	$+3>@�A���9
B%
�9	3�3>C"3�
��
��7���D)��E�B'F�E�/�#!$	3�B��
�!$:5'G<���'�HJIK	L	3!$	B�D	NM3O3O
%4
�!��$�3+3�@:�PQ"3�4	$:@
B%&�R:�P@�S	$+���
����9�7�4
����$(9�����3�FT�	$:���
�!3�������3��UV"3�4	3"$���$�@:&<4�7WS�4	3�B�S�X	,+ZY[:��9����!3�\�@�/����
=<#�
!3�9
��&�$��!��Q�$	3�4>@:@
=<E��	]%&�
�=<4
?"3�
��'����4)$:@	3�3��H_^_	`	3"$)3a@���9
����9
?"3�[	,:@
�%=�Q!3����
�"3���9b@:��9�?�����3�S��<[
?�3�C%&�&�=�$!��S�$�4b
"3����
�"���'����c�A"$	2(9�?�

��E"$
��4�5�S�$�='��A���\�D�B%���:����d��
d��:���
B%
�B'�:�Pc:����B%[�@:�PQ"3�4	$:@
B%=�eHJIf	3�3�@+B�
	$� �$+B'F��	,+3�
�������������g� ���G�S
=<h	�.i<4b5�
	�Y4:��;!��3��
5�S'j	�.�%[
��=�k��<4
l%��9bl%
�/(/�B'm��"��9'B� �\�S��%��3	�Y4:��C�

�����	2WS�/��'3:��@�B'�:�P��
�����=�$��!$)�� "$	$:���>5�&!$	���'�:�Pn�V.3���o
��$	��k'�:�Pn�3�g"$	3(9�g"3�
��
�"���'��k�j�?�

���"$
��[�5�S�$�='�Hqpr�@���@:����R�
	,�s0�

	�.3(/�9:���
����*�t.$���[+���	u%
�/(/���9
v����(*
�0�>w	$+x���9
y+3	2!��S�y+��3	�Y4:��`� +3	]%&�
b�"3�B'�:�Pz+3����'�:�Px�

�����	3WS�/��'�:��y�B'�:�P
���5�

����9�������7��%�"$)��S:���'������/!$)�� �k'��E�9���B'{:��9
�"��S�l�3�l�3�4�����9:@�y:�P3�`���9
=<4
y+��3	3�4	,+���	]Y[:��Q�|�3������%&�S���9
����9�
%=�&�&�$!��S�$�='�W&����'#%&�
���S
=<[�2!$	3�B�
��!��S���

������*:��@�3
��$	#�3�\�3�4�����*:5'�(9)$+3}=�@�/�E�3��Y4:��9����!$�@��
~�
:�HBIf
5�E�3
\�4	2��.3�9
�0y�3	�Y4:��
���9by+���'c	�.�(/�9:��o
����9����� ��"$	2���*���4��������	3�$>d�

�0;��'�����!$�@�7�Q	2�3�[�����9:���
����*�7��	,+3
�(��h�B�$��
��&'3:��@�3
��$	h+3	
+B�k�3��'����9���4	���
=<K�$
@	3��
5�&�
�/�$T��-
�!�%�"$
��='���
��3:��9
\	�.�%[
��=��	�������	�"$
5�E�3
k
�W&
�!��S'VY[:��9����
�!�.2	,:��@�B'�:�P�U�	3�4���
�z+3	�Y4�����=.����&�4��(����9
�T�� "3����'�"$�@+�!���<4
@+���	]%
!��S�@+����/!$	���
��$	 ��
@+����$� <4��!3�/� <[
B%=�t:���'$%=�
�x��	$+3��U
"3����'G<���	������B'�:�P��\�D�B%���	]Y[:���"$	3�4	����5�

��$	V��
@+����$�nT���%�"$)��S:���'������/!#�

0
���4)��E�3�������q��HS�@��U~H$pr!$������<4
#%��9b

<4
@+�����!$�q:@	��k'����/!$�Z�R�='$%iH���HS�@���V�$+��@�9
Z"$	3!$��������	��E"���'�� ���G�S	20o	2��
=<|�E�9
�(�!$	]Y[:����
0
����%&�&�=�$!��S�$�4b

"3����
�"���'����j� !��3��
@:��9
@�;(9	3!$��(/�3
�"3�4by+�!$	]Y[:��;�C"$	��S	30�
����9��WS�4	3�B�S����	$+3�@}=(9)$+3�70�
����9
�(/!$	]Y[�t%&�
���S
=<
"$	3�4	����5�
	�Y4:��3��� ���9
5�E�9
�(�!3�9
 �@�3�y:���
����9
��R"3����'�"$�y+�!��#����	��

������9:��y�3
=<�%[	2(/�*+B'�WS��!$�@:=<�����	,+B'�H

Streamlines

TIME = 500 SEC. TIME = 2000 SEC. STEADY STATE

ISOTHERMS AND FRONT POSITION

TIME = 500 SEC. TIME = 2000 SEC. STEADY STATE

Rys.4.11. �;�$�]�1���e����� ���,�G�K ���¡S�e� � ¢���£;�¤ �¢3����¥������¦�1�,§�¢�¨S� © ªe��¢�¨S�$£;� «���¨S������¨
kuwety adiabatyczne (CASE_1)¬ "$	���'�0�%
��'�:�P��4	3������0���­x�k'����/!$�@�L0�
w�$+B'�"3����
y+����9	��

�� ���3��(��/��'®<[
B%=�-��
��='�WS�/!$�@:=<4�¯!$	,+B�

�B�$��
��='�:��@��
��$	w"3����
��n.$���4+��o	°%
��:���
��$)B�S	���
�"$	3�4)��E�3�����9�n(9	2!$��(/�B'�:�Pj�Q:�PB�E�/(9	��k'3:�Pw"3����
5.��9
��$)��
�@���*
�����'3:�PFWS�/��'�:��@��'3:�PF"3�4	,:y
B%=�c�C�k'����/!$���E�\+3	3!��S�@+��B'�:�PF.$�y+3��­8
�!�%�"$
��='���
��B�
��(/��'�:�P3� "$	$+,%=�
�5��	���>



100

���������
	���
��������������
������
�����
���� �
�!��
�"$#%��&�"'�)(��*
��+���,�-
�.!� �/�)���10+.!�2���*0,(�34�����*0,(�3 �
�5�6
������879�,�:0,(�3 �
�-���1#!��;!<��=&�����
�.!�,�:0,(�3>������0>;��6<��10,(�3?��
���"'�'���,�-����0:��
��1�@
A;B���!
��10+�

A���DCFEG��;���
��'�+H��I���-��(1��
��J#F�6�*	K&�0,L
�*���6
A�M����
A��&!N����,	O(��*N*P�(���	Q��;*7R�������-	?S�&I
���(A3��
���6;�#!TQ
�;B���!
A�10+�

����6�A"'��
�.!�U�R7�#!V*	�(�
�.!�W�*�?���*�I�6�*
�(Q���
�!(�
���0:�������10+.!�!�����BP�(���;!�!��<,�%�10+�J#!"��X(1����;!���/��#��6
������

��5C

STREAMLINES

TIME = 500 SEC. TIME = 2000 SEC. STEADY STATE

ISOTHERMS AND FRONT POSITION

TIME = 500 SEC. TIME = 2000 SEC. STEADY STATE

Y@Z\[�]_^`]�aAb`]dcfeIgBh>i�jFk�lXmngom�pRqBrsm�tugomOhwv,m�xnm�rDv�m�lXy�k�i�l�h>eBz!v�{�i|[�}BrDv�~*��eIg�m�v�}�r8v,i�h�eBz2v�i�gF{�i�x�h
}oe2v+{�eIx�Z�k����5k*{�m�gBj�m�k��?j!qBh>i�p�Z������>�B���FbB�

� ����
��2�1�6����������
��!����<��/�,�����)���/��N����A0��:0+���';!�A�/�����,��"'�'��
A;B���!
��10+�

A���6��"'�*0,(�3��U�*#!�

��10,(��X��0,(�3
�!��;!����#A��	���V�
���&�"'��(A�*
����)�,�-��
�H�
�;��R0*�/�*0U�-�2��
�"������!��;��6<I��
�.!� ��" .!�I�10*�������!���1�R0¡��
������,���

��6�!������

����#��R#��������/�,�2¢�����
1�����/�*0+� ��(A3�
��
�X(���
 (X�87u;!���
���+���£� (��*���6��
 ���
�!��
�"$#¤�BP����!��;!� �!�I���,�-���6
�.!����
��1�
�������10+.!�!����0+� ��������N�������
�� �'")��P�(������

1�¥���,��"'�'�A0¦�����!(�
���<,� ���6�*
��/���A�¦H����*���J0,(�3§�¨;!�����-
�;!(1��	©�
#!;*7R�����X(�3Q��
������B��;*79�������';!���:0�(A3BC«ª-�1��
��I�U&I�������*�4����&���	W��.!�!�����BP�L��,&,"'��(���
�¬���
�;B���!
A�10+�

����6
A�­�
������0+�!����;�#®;!�I�*�

A;!(1����(���0!�1�6
1���-�2��0�C�¯s
�.!�4���I;*79�������BP�L���
������6
�V��*�������-��"�����	�(��U°6(�3��!L±���)
|&!�������*�
����&�����²��¦��0+�J#!"���(1�6�������2(�
*�1#¡;!�I�*�

�;!(����`�1�-�,&I�2���,
1�³�!��7R	X(��*����
1�³��� �*�,�6
A���/��(��X��	K�X�/�����,	KH�����0¡(A��0!�1�6
1�
�-�2��0�C � 
�����
��%�,&���
��1�-���
���,
´�R#��µ���I�A&���
�VX���BP�(��µ�
��.!	´&+0�L�� ���,��(����*0�� �1�6�������_# 
�H�
�;��6
��
���)
����I;*79�������BP�(��-�������6N�����0,(�3®������0,(�3¥�
���6
����)�87R���J0,(�3¥�J�
�A�1#!��;!<��¶.���������(A����0,(�3�C«·
��
���
�����
X(1������#A��	
����N�(�����
��
�!��
�"$#f��&�"'��(A�*
����)�,�-
�.!�FC
�|�1��	�(��!���:0�V+���*
��,��#��
������
��¸�-�2��
�"��������`��
�.!��;!�2��;!�I����#��6
������J0U�:0+;!�I�6��0!�1�6���,�4����"�
1���

���,��"'�'���)
���#!�

���0�(A����
1�������2(�
*��<��w�����*
A�/������H����*���:0�(A3 (A��
�(��*¢6(����87R�d���6�87R
W�±;!�����-
�;!(1��	¹�w#!;*7R�X����(�3
&�� �������*0,(�3BC!���*(��*
�.!<*7R���

J���R#����������X�K����;*7R�����,��P�(���	��I��������0�.!�!�����BP�(A��	º�6
A.!����������N��������:�,&,"'��(���
��������-
�.!�
� ���6��0+�!����;�#�#!;*7R����<�� ���:#F��;*7R�����+�';!���J0,(�3©��
��1�����1#����,
¨�*
»�/�X.�"�N���#¼���¨&����A;w�!���!�,����
����+��(�3
teoretycznych lub eksperymentalnych wzorców („benchmarks”).



101

Rys.4.13. ���������
	��
���������������������
	�������������������� �"!�#$���
������% &'�(�)��� �*���+�*,-�.����%��-�0/
1'�2�3���4/.������#$5
�����6�7�����8��	�#75:9;� ����<��
��	7�����=��>�?@��#7���7AB� �7�"��� �7�.1�,��7�C/
%D��?�	E��	$,-	7����	.��F�#����4��� �C1

0 .0 0 .2 0 .4 0 .6 0 .8 1 .0
X -d im ensionless coo rdinate

-0 .8

-0 .6

-0 .4

-0 .2

0 .0

0 .2

0 .4

0 .6

0 .8

V
e

rt
ic

a
l v

e
lo

ci
ty

 (
m

m
/s

e
c.

)

T IM E = 3000 sec .

Y = 0.50

EXPERIMENT

CASE 1

CASE 2

0 .0 0 .2 0 .4 0 .6 0 .8 1 .0
X  -d im ensionless coo rdinate

-0 .8

-0 .6

-0 .4

-0 .2

0 .0

0 .2

0 .4

0 .6

0 .8

V
e

rt
ic

a
l v

e
lo

ci
ty

 (
m

m
/s

e
c.

)

T IM E = 3000 sec .

Y = 0.75

E XPERIM ENT

CASE 1

CASE 2

0 .0 0 .2 0 .4 0 .6 0 .8 1 .0
X  -d im ensionless coo rdinate

-0 .6

-0 .4

-0 .2

0 .0

0 .2

0 .4

0 .6

0 .8

V
e

rt
ic

a
l v

e
lo

ci
ty

 (
m

m
/s

e
c.

)

TIM E =  500 sec .

Y = 0.25

E XPERIM ENT

CASE 1

CASE 2

0 .0 0 .2 0 .4 0 .6 0 .8 1 .0
X  -d im ensionless coo rdinate

-0 .8

-0 .6

-0 .4

-0 .2

0 .0

0 .2

0 .4

0 .6

0 .8

V
e

rt
ic

a
l v

e
lo

ci
ty

 (
m

m
/s

e
c.

)

TIM E =  500 sec .

Y = 0.75

E XPERIM ENT

CASE 1

CASE 2

0 .0 0 .2 0 .4 0 .6 0 .8 1 .0
X  -d im ensionless coo rdinate

-0 .6

-0 .4

-0 .2

0 .0

0 .2

0 .4

0 .6

0 .8

V
e

rt
ic

a
l v

e
lo

ci
ty

 (
m

m
/s

e
c.

)

T IM E = 3000 sec .

Y = 0.25

E XPERIM ENT

CASE 1

CASE 2

0 .0 0 .2 0 .4 0 .6 0 .8 1 .0
X  -d im e n sio n le s s co o rd ina te

-0 .8

-0 .6

-0 .4

-0 .2

0 .0

0 .2

0 .4

0 .6

0 .8

1 .0

V
e

rt
ic

al
 v

e
lo

ci
ty

 (
m

m
/s

e
c.

)

TIME =  500 sec .

Y = 0.50

EXPERIM ENT

CASE 1

CASE 2



102

���������	��
��	�
�����
����������������� ���"!#�%$�&�'(�)!�*�+,���.-)$�/��%0�-213���)'(0#�
!�$4!#���5��6����%748��"9
���4:;�<���"'=�?>,�4!�*�+

0 .55 0 .60 0 .65 0 .70 0 .75 0 .80 0 .85 0 .90 0 .95
X - dim ens ionless  coord inate

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

Y
 -

 d
im

e
n

si
o

n
le

ss
 c

o
o

rd
in

a
te

TIME = 500 sec.

EXPERIMENT

CA SE 2

TIME = 3000 sec.

EXPERIMENT

CA SE 1

CA SE 2

C=1.6E
4

C=1.6E
9

Rys.4.15a.  @ ���A���B�C*D$E���=FG���)'(�#�,$H*D�;I(7"���J!�$2�=*C'=+�:#*�+�'(K��)'D8��4���A���L+M�N74�%�O7"84�
�)���)�%�
temperatury w lodzie w izotermicznym procesie zamarzania wody
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�)���We(vB�����������1���4���We(vc������<\�&�������B�(�����,�1���V�����
����k�=Q���}����-����)���V/X-������V���4-��4�5�0/J'0�V�0��-4�,���V#
dendrytycznej, co prowadzi do ich anizotropii.�µ���)�����
�O¶��Gz
·c����-������j"�
1kR���\�&���)-��We(v��������V�^����������"$#��2�^<5��k����4#7v��]����:.�*#]�(I�k����}� -��&���0���4-4�
�����(�W'0�,�J���
���4�0#���I4�^�W���(�W'0���������4���\���X����	��U-������0��� -4�nY7A������
�@�
/(=��h'V�V�0��-4�,���(:\���
���4�0#��,#7�����7=�/(��-��U�����&I��
�����
�4-�����!J�5���&��I7�[���a���X�%# -�������#�'0�,�
/a=��X<5�������G����������"�#*�2�Q�������(�4�5���,# <�<5�.�4�@��<Lq¸����-�����¹��������7��	���

�4�V����# <5�j"3���\����'0��:��4�
/(=.���S�%# �(�
k����4�&�i���i�������
�4�3'������R���)���We(vS������"$��k2���
���4�0#���I4�]�����(�W'0���������4���F���5�4����!

K
mr

r

mr

r
l

l

l

l
|| � º � º»

3

2

3

3 41 1( )
;

( ) /
   K (4.33)

	��4�����B<?/(�*'V�\���
�(��<5���V�a��<8��������k.�*# <¼���O<5����+V���&��	��)�d�7��'����
�0�½�*�2��+V�����4�5��	��3Y�Z¾#4�.�������R��'��&:6	������
������'0���������F���7���)�)��#�	�����<5���V���9���������0�1�7�V��#7��!5���2��I����*#7��!H�������4�V#*��I4�¿x0���
!h�����4�����f"�-��)|¸¶��Gz
·jY*�µ�4�X'�������! �4���
������#f/�<2�
/(�>'���:�
�k��Q�������4�V#*�,#À�(�W'���=c������"$��kQ������<5�
�)���0/H�����)���4������<2#¾����������!7���4�R=����0/5�²���
���0/���!*���)�)�
�������
�>�(�����1��k�����#¾�4���4-4�H�4�W'������0�^¶fz
Á�
&����
)�Gz
·jY�Z �4���)�&������� ������!¾�������(���������4�5���7�Â<5�������i�Ã-4��I��0# <
������'0�����1�7�2#U-��&���0�����
-������(�W'0�,�r�������4�V#*�,��/(�*'V��������"$��k5�7����<1���)���V/i���J�)���4������<%#

likwidusa (rys.4.16).�F-��(�*e��&�Ä'���:�	��Â�Å<1��<5�
�������¾	��*#~�9���7���
��<5�
likwidusa przechodzi przez rozpatrywany punkt i���V����# <%�
/a�6����-½��"$��	���
2��kO���g/(�����\'���:>�²�,# <Æ<����0/j'a���]�)�R�7������<5�

solidusa. W ten sposób lokalny-������V������-Q�\���a�u'V�,�O�4�&�������
	�����<������4�&�������R�*'����U����<\��:��4��#r�������0/jea������<Ç�7� �O�X'�����<\� ������#��
!>�)���4������<1




105

���������	��

������������������������� ���!

�����#"
$&%('�)��*�+��,�-."/,0��-1�	,2��32,4�65��7��"�30
	,��	�8������"����9
���5���� :;3�,<�	5��(�������=$�>?� $	@�0,<

���+A
K K K K K

K K K K

K K K K K

T y

T x

xx

xy yx

yy

TL

B B CB B C B
B B CB B
B B CB B CB

D E E F
D D F
D E F F

(

)

K
K
K

*

K
K
K

D G G
G G
�
��

�
��

1 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1 1

1

2
2

1

2
2

1

2
2

|| ||

||

|| ||

cos( )

sin( )

cos( )

( )
/

/

3 8 3 8

3 8

3 8 3 8

H
H

H
H     gdzie (rys.4.16):   tg  (4.34)

I ����"J-K,0��3�,<�	AL5���" ��:;3�@M-N,2O�
���������"L��-?�0��� ��,2-P��>/>.,�Q+3��M-P���	���+��AR$6��)0,S
��0>.TL��-.U05�V7
�)��*�+��,�-?�25�V
W W W

e e e
dD E0 (4.35)

gdzie: 
W

e
0  and 

W
e
d 
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Rys.4.17. Izotropowy model mieszaniny
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Termiczna dyspersja jest efektem dwóch mechanizmów [31,32], tj.: mieszania lokalnych3/56�6.�D�,-�"�0,�?�#P90�>.y\f!��>9+?��:	��"?�#P9�
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Rys.4.18. Anizotropowy model�����8�N�����������h�1���v���>�������2�"�
dendrytycznym

Rys.4.19 �8� �����1���E�"���I�N�
�X���X�}�k���c�y�-�"�N�-�� %¡
symetrycznego
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!#"%$'&)(�*,+.-�/1032�4�&65728/:9<;�&>=@?A2�(�& B3&�2C572�"ED8/ 5�"%$'&F5�GH9�/:IJ0K/L*%57D�GNMF$F9<4<480PO7D8/ /:9<?Q0R-F4S9JM 03&F5�GN-6/

28T	*%$'-F"%$�& (S/UI7V>-F$�28/:9<? $�2	*,+.-�GH9 /15�"E28/A-�(8$�2C4W& (�2 O727(SI *,9<?:I7B3-)M>=%0XO72C?158I�+.&F"E28/A&,=ZY[O8+.DC">9
/U98O72�"%$F97*>+.-F4�2A4�-S*>+.\F5�4803&]T<9A27(85728/Q03&�(8$)03&)^_4�-_589�+.-F4803&`=E-FOa-F480b$�2W+>"Z2C5�03-c+.&Fd72e28T	*.$�-F",IL/Q5�GH9�/f-g4W-g572�B3-
5�"E\)(8O72	hEM 0�08+.&F?Q57&F"E-i+NI7",9:/j5�"E27M)&S*%0R&:*E2�BP03(S9<VN0PO7-)M,=.0Nk

l T�Bb03MF$�&F4<03-e5�"%$�&F5�"E28/f-)(8$�2�4�2@(8B3-m(S/AD7MFno5�"%$F9<O�GN-�(�2W/U9WMFnpI7O�GN-�(�DW/q(S/:I�*.O�GN-)(84<0PO72W/U9WMFn	ksrt9�GH9o+.2
(S/f-f"ZDC;)4W&AMF03&FO�GN&Q"E2�$F+N/f2C">9e"E2�$�MF03& u�MF$�2�4�&AMFn<B32�"%O8Io- ?A2C4�Iv0	/f2�(S9aO�"%$�&F5�4Ww)M)&:/xO7-F4W-FB3&A2v5�"%$�&FO�"Z2�=,I
O8/f-)(8"E-�+.28/:9<?ekoyz-{GN2�;�2C4W2|-)(803-�TC-�+N9WMF$)4W2�hZ^[d7DC".4�&,=}0~(�2CBP4W&,=�hZMF03-F4<O�0�O7-F4�-�GHI�2C"Z-F$�$)4W-F4�&�*>+.-{GN&
+.&F?Q57& "E-�+NI7",9�4�-�hEMF0R-F48O7-)M n@5�032C4W2W/U9WMFn��t�

H
4�-o5�"E-�/f&,=e�>d72C"Ew�M)&,=%�L"EDW/14�&v/A- ",+.2�hZMF0c5727MF$�wi+>O72W/f&,=e�

i

oraz TC
4W-�B3&i/A&,=1�,$)0b?Q4�&,=.�ik`�c/A-{G3+.2W/14S9�*%57-�(�&FO�+.&F?Q57&F"Z-�+NI7",9�4�-�+.&>=Q572W/103&F".$�MFn84<0t27(�572�MF$'w�+>O72W/f&,=

/f-F",+.2	hEMF07�
i do TC

5728/f2�(SI =E&�YC;�&]/�=E&,=�2�O72CBb03M�9L*,+.-F",+NI =Z&c5�"E2�M�&S*�*E2�BP03(S9<VN0PO7-�M,=%0�"E2�$F+N/f2C",I#k
�L-,=%5�0R&F",/�"E2C$ /A-F;'2C4W2�"E2�$F+N/fDC"v/f2�(84�9�$�-i/Q03& "E-,=Ew)Mi9���� MFn8BR2C"%O8I�-F?A2�4SI��,$)4W-)MF$)4<03&�?Q480R&,=o480P;

koncentracja eutektyki CE � 20% ), dla którego temperatura likwidusa T KL � 270
Y}$�-Sh

temperatura solidusa równa jest eutektycznej (rys.4.20) i wynosi T T KS E� � 2576,
kA�U2�"Ew)M)-

hEM 03-F48O7-]I�+>".$F9<?:9�/A-F4W-]T89�GN-]/
T T KH i� � 285

Y�$�-Shs+.& ?Q57&F"E-�+NI7"Z-g$)0b?Q4�&,=t*%57-�()GN-gd8/f-{GH+.28/14803&U2�(
Ti do

T KC � 260
Y8/f-F",+.2	hEMF0�4<03&)M)2A572C4<0P;�&,=s+.&F?157&F"E-�+NI7",9f&�I�+.&FO8+N9<O�0Nk

273K

630K

H2O

NCH4Cl

TE=257,6K

CE= 20%4% 96%

TL=580K

TS=550K

TL=270K

TH=285K

CASE 1

TC=260K

TC=500K

TH=600K

CASE 2

Rys.4.20. Wykres fazowy NCH4CL+H2O z zaznaczonymi charakterystycznymi temperaturami(8B3-_(S/fD�MFnf-F4�-FBb0P$�28/A-F4�9WMFnQ5�"%$F9<57-)(8O7D8/�"Z2C$F+N/f2�"EDW/j"E2�$�MF03&FuWMF$�2�4S9WMFn
��+N9<?�5�"%$ 9857-�(8O8IK$'-�+.&F?AY72C$�4�-)MF$'-F4S9<?�(�-FB3&>=����A�8����� �,",97*ik¡��k¡¢7£8�EY�4803&]/U97*,+.\F5728/A-�Gs28T	*.$�-F"�V>-F$F9e*>+.-{GN&,=
a jedynie obszary cieczy i dwufazowy.� (8",I7d�0P?¤5�"%$F9<57-)(8O8I¥5�"%$�&F5�"Z2W/f-)(8$�2�4�2�28T�Bb03MF$�&F4<03-o(8B3-p"Z2C$F+N/f2�",I¦$�-�/103&F"Z-,=Ew)M)& d72¨§�©8� MFn8BR2C"%O8I
amonu, dla którego T KL � 580

Y�$�-Sh
T KS � 550

kª�:2�"Ew)M�-«hEMF03- 48O7-�T89�GN-�I�+>".$F9<?:9�/A-F4W-�/
temperaturze T T KH i� � 600

Y:$�-�h
T K TC S� ¬500 . W tej sytuacji, oznaczanej dalej CASE_2�,",97*­k®��k¡¢7£8�EY6?f2C;)4W-q/U9<"EDC;�4803^�/L*%$F97*>+>O�03&�+>"%$F9¯2WT�*%$�- ",9WYj+°=ikªMF03&�MF$F9WY�V>- $F9 *>+.-{GN&,=±2�"E-F$²28T	*.$�-F"
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�	�������������������� ��!"��#$�%��!�&����'&�(��)
 �*�%��+,����!"�-�'��!�&/.$01�2�$�$�/�'&�(��/� !���&����3.$#��$�4��� #������5
 ��
 �
�6&$# !"�7��	��8�������$�6&$+9!:� ���'�;�<!��>=�!�&��?�A@B�AC�D$E:FG�H�7IJ�K.$���$�,	1�3.$
$	��L�M�'�7��
��NI"(�	G�%��!%+O�<�'	P��&�(��3
 �/���-� !"��
 �Q�
R �-� 0S	1(-&T@B�ACU.$0��V�$�$�U!"�<���'�;� !:��� !"�<��(5	���W (5���<
�&�(��X�ZY[��!��%�XI:\]����!:�5+O�-��!��^+OF*�6&����%_��$�5`:a)(3��b��c�O�
�d���<!"�3(��O=�@B�fe e$Eg	�=�@B�A@�e$E:F � !���&h`:_?�%�Z�i� !:�3(?&kj'e e lm!"���d
 a 556 10 11, n o m2.

Tablica 4.2
R ��!�+O� �'	S��&�(��)
 �p�M�'�7��
��NI"(�	���
���0S	S���$�;��
7&�(��,!"�<���'�;� !:���

CASE_1 CASE_2
q q

r
r

L S

pL

pS

L

S

kg m

c kJ kgK

c kJ kgK

W mK

W mK

L kJ kg

s s
s
s
s
s
s

1016

4187

1567

0582

2500

318

3/

. / ( )

. / ( )

. / ( )

. / ( )

/

q q

r
r

L S

pL

pS

L

S

kg m

c kJ kgK

c kJ kgK

W mK

W mK

L kJ kg

s s
s
s
s
s
s

1078

3249

1870

0486

0393

307

3/

. / ( )

. / ( )

. / ( )

. / ( )

/

Y9()��0t�u�K()��
7&O�)
 �3(��H��
$	��6��
�	S���$��!:�<���$�;��b��k(�� �5!:��#$�%��!��v�<��� !:�$�V� !���������&7�6�w�x�$�X�%����!��H�G.7�6���������$�G&�+
��� !:���d
 �5
 �[�6&�
$	S# 	6�$� 0P	�(�����Wy� !:�K()�7���V�:� 0S	�.7&��'	S#��)(�`�	i!:� ��(�	��5W (���� 
7&�(��y!:�<�5�'�O� !:�$�9(���0��<!%#$�]�5+O�<
��]	
�;�K.7&z.$01�{��
�	S���$��!:� �����;��`|� !������$�B�%��(�����0P
 �XI:(�	�Fd�<� 	
�"��
 ��`*���d	�a��)#���+,	d=�@B�fe e$E*	d=�@B�fe$@ E:FG�/!:������0f�%�-�%��+,	
uzyskanymi dla modelu izotropowego K K K K Kxx yy xy yx

s s s s
||, 0, gdzie K ||dane jest wzorem

=�@B�fe e$E?�}Y �$�$� � !���&����3.$#��3(�� �������%�X�:�$�O��
�� 	S���$��!:� �����6& +O��. ��0~�BI�!:�3.$
�	�� 
 ��` ������#$�'&��d
 ��`
� !����?�O��.$
 �XI:(�	/(5	���� 0S
���`V=�@B�A@�D$EV�<!"���U���<+d	S
$	�_?�%�4.7&�������!h�S`:_��%��!%+,	�(��3
�a$������!�&K���A@B��Cg��	{!�&K���A@B��C C
� !����).K���%�-�d	�� 
 �U(����,	S01���;������!���#$�'��!�&�� !���������&��6��=�� ���N���%�3(�	���� 0�0S	S
�	S	�� !:a).7��E:F�#X�����%�����'&U�$�X�%����!��
dwufazowego (ograniczonego przez izotermy solidusa i likwidusa Eu�<!"���L0S	P
$	��8���%����&�(��8�;��!��%�XI:(�	
��.$�3	��h�����$�?`:_-�%�XI:(5	����;��b���������&�(�	��5#��'��`:F|�K.$���$�d	��3.$
$	1�c.$0��]���O�$������	|���O�$����CB�,�;�K. �-��#��$�;�KFk
 �
!�&��?�A@B�AC�e2��� !:�$�,
���
 �8�?�O� 0t��(�`:_w��#��'�3.7��.7�G�����5�����;��b��2��(��H�7��	��|.$0��|�����8+O��. ��0S	�� !������$�B�%��(�����0P
 �XI:(�	
�$�X���H��!���. ��
�.$!�&��'&�(��3
 �5b��������7���%�?�,	��5
$	�������&��%#���
7&�(����6&�
$	S#��$� ���$�'�d	���!:.$���c	����%�$��
 ac!:� 0�_U������#$�'�
��
�	S���$��!:�<� 	P	V�<��� !:�$� � !����5����&��G� � �XI�!"�K.$#$� .7�6���������$�G&�+ 
 �U`:��b�� (5�7�d	S0��$�O�~#X�����%�h���'&�F>�
���H(�����b�� 0S
 �XI:(5	�
 ��� !%���-� 	1��b~b !:��
�	�(-&~+d	�_3.$��&��'&$+ �$�X�%����!:��+ �}!:��`"�<
���+ (�	��3(��5&X�/�i
$	S�H����!:� � 	��
� !����5�$�B����(��H��0S
 �XI:(5	X�����;��.7�5`:�G+,
�	���`��%���G����# !%��&��,	��5
$	����%��`�b !:��
�	�(-&�FX���i���7����(5������. � 0S
 ��`�(5��_7I:(5	�#��5
 �����
=�!�&�����@B�ACg�5Fm!�&�����@B�AC C�Fm!�&�����@B�AC�e$E?� ���-�%� +,	��7���B`:��` �,����&7��
��Z#X���5�%����� 0S	P
$	S	m�%��+d����!:�-�'��!�& solidusa –granicy+,	�_).$��&J���������5!:��+U.7�6���������$�6&$+�	m�����Hav���%�h�'a;¡O`"�7��� 
�	��-�d	���0S# 	¢=�!�&��?�A@B�AC C�	¢�£�O�$����C�
 �O!�&��?�A@B�AC�e$E?���w�
!�&��?�A@B�AC @8	�!�&�����@B�ACX¤���� #�������
���!"�<�3#����3.7&���.$�3	������[�$�?`:_-�%�XI:(5	����;��b���(5	��3(���&��<!"����� 	��<
����;��`k��#����3. ���;��`
� !:_3.$#��XI:(5	6.$0��¥��!%���3(����6&7��!:��
�& (5�¦� !%����# !:�?`:�$�9���<�3	1�<+G&�(��z�$�X�%����!��>. ��
 .$!�&��'&�(��3
���b���F��f`?�p�^`:�).$
 ��`
(����;��!��%��`:Fm���7�����d	��Z	m��!%���3(���(5���O�5!��'&�(��*�6&K�"�<#��XI:(5	g#���
 �����§�N¨§!:_3.$#��XI:\Z���'&�+^����������!%����`:�7�����)
 �3(��)
$	��
+,
�	���`��%���i.$0���� !���&����3.$#$�v��
$	P������!"�<���$�O�5b����7Y/&�
$	S#����%�w�6����#$�'��FK©��i� !������$�B�%��(����50S
 �XI:\6�NI%!:��.$#��M�d��.3����©
	S���$�%��!�+;F<�f`?�$� !��5&7��0S	S©�� 
7&�(���# 	���!���
�#����x� !����5����&��G��F3`:�7�����3
 �)(��3
$	1�G+,
$	1��`����H�,=����-��!��d���,	1a��3# 	B=�@B�fe e$E�E�
$	S©
�^� !���&����3.$#$�¥	S���$��!:� �����6&�+OF�b�.$�3	��k
 �w������&�����# 	1(���# 	���!���
�#��3(��ª���<���d	�a��5�5`:�v� 	1��!�������&��H�*���d	�a��3#��$�
(4.33)

Wnikliwa analiza rozwoju frontów solidyfikacji (rys.4.21« @B�AC�e$E����<#����5�5`:�{�%��©�!:�<01_[!���(�� �$�
#�� 
7�;��#�(-&h`�
7&�(��T� � !����?� 	���b$�^�%��b���� !"�K(3�����^� ��#��'�3. �3(5�^.7�G�B�%#��'�3.$
$	P#����6&�(��X�kY��¬�;(����7�%
7&�(��
czasach solidyfikacji, gdy dominuje przewodzenie, krzywizna linii likwidusa jest niewielka.­ �).$
 ��# ©��*��. �50
����&�(��/(5���7�:�)(��8� !:��(3�7����F b�.7&8!:� ���d	 `:�L��	1_®#�� 
7�;��#�(�`"�®
��-�'��!:��0P
 �®�¯�$�X�%����!:�3(5�{�����5&
(�	��5#��'��`g	�.7�6���������$�G&�+OF 0S	S
�	���!:� ��.$�3	������Z�'&�(��;.7�O��(��O�$�X�%����!:�$�V=�0P	S
$	��p�%�5+,����!:�-�'��!�& likwidusa E���	S0S
�	��,��	�_����# !%��&��,	��������-�%� +,	��7���wb !"��
$	�()�L+,	�_3.$��&y������a{���%���'aL	6�$�X�%����!:��+°. ��
�.$!�&��'& (5�3
7&�+°=�0S	S
�	��¥�%�5+,����!:�-�'��!�&
solidusa E,���<�H�N���%��`:�*���'����#��v�;���<�3(*
�	��-�d	���0S# 	�(5�L� !:_3.$#��XI:(5	�����&�
7�8�±�<#�� 0S	�()�3(��2�%��`,�����d	���!%��(��$
�	'�mY
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$���%�	��&'�'�(��)	�#* ��)
�,+�� �
-/.0�0�1�0�!23�	45���
+��627��+��
likwidusa, znacznie)

8��9
�:�3)��;
<�145�=�
+��$��* ��)��
+��?>#
"��@��
)���
$�
A��CB

ISOTROPIC ANISOTROPIC

Rys. 4.21.  D �0�1���E��+�&'>#�GF��
�=&
A��7�
H���.I�0�����<��23�J�%���
-<
$�
+�23�:K��	��� >�)'���J�%�G��*L��9L23�MKN�
����
��
A��O�
���'�	)
�
(przerywane) w wybranych czasach solidyfikacji 5% wodnego roztworu chlorku amonu

TIME = 100s

TIME = 500s

TIME = 1500s
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ISOTROPIC ANISOTROPIC

���������	��
�
	��
������������������ �"!#�$�#%�&'�#("��)*���+���,�.-0/1&2�3!#4,56/#�7-08:9�!;�+�<�+=���/1&2� 8+>�?�@�-08A9B!#��8+5C�#%�8D!#����!;=#�
(przerywane) w wybranych czasach solidyfikacji 95% roztworu chlorku amonu i wody8+>�8+5E���#=#�;?����3/F5G�0=#���7-.H���!;4IH����#�7����H�/�!#4�(��+JK��LM-0�#NO��/;)��#N#�P-Q&2��LC/�!;=#�3R�LI�+���.?1�"=���=S/#H��"=#��5E���#�+�$�

granic anizotropowego obszaru dwufazowego.

TIME = 100s

TIME = 500s

TIME = 1500s
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Rys.4.23. ���������
	��
�����������������
	�������� �"!$#%�&!('"� ��	)�
� *(	
+-,(	.�0/��21.��1)�
���3�4	��"�0	.,(	)�5� *(	
�(� 1)�3�4	��"�0	.,(	)�5� *(	565	(#.� �7!-,.����� ,)!8����9 �����31.	�:09 �<;)�>=5?�@BABC>+-*(/D��1��E�2�
� �F����G

CASE_2 – dolny wiersz

ISOTROPIC ANISOTROPIC

Rys.4.24. H-�I�����
	D1����0	.�J�����J#%�21.	.��65� ��1.�IK>�������J#.	)�5�IKL,.�NMJ#)�(	O:N9 �.�.,(	.�0	��
�P��	�:09 �(#)�Q�R�"�����J9 �
wybranych przekrojów poziomych obszaru dendrytycznego w procesie
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1
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[34]
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1 6 ? @
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I
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1

(4.66)

BDC +E�.�����E	.����F!�G<�� & ��+.�H���I� & ��F�����	J<��K���'���
���L�$� & ��	���#
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0

1

(4.67)

a ��"H�["$���b���cNd���e��687Vf�g.� & ��#���+��h�Y��"H���1�$� & ���ji>/M���.�����H�
�k����,W��"H�������
�b#����!<.�8�
�'����������� & �$���!���l�$"H�UN:���
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(4.68)

gdzie parametr 0 1
� ��

. Dla 
� ? 0

��"$#
���.(T�����K�
��^I(*������mT����}����um��J��,�#���	k���������
�
�u��0-����i��.m�� � ? 1���������
���)(*�����5<�#
���[,�����2��)�.�3���
	���
����'���.���]�H����,�	����S���!�.����#����.���5#����!	�N:�!�X	������!����"$#��!�$�
� & �$���E���]��"H�UNd���
�c7
Podstawienie (4.68) do (4.67) prowadzi do_

_ ?
_
_ @ ` ` ` _

_
% % �W% \ � % \C

t t
r C r C C

r

tl l l S l P l S P l
l1 6 1 62 7 1 61 1 (4.69)

�."H�j�$����F!�)# C +!�����!� & �)<�#
����,�mY�Y+����.���)<�����}����.������}��������>� & ����}*��687Vf��.���
<�#>� & �!�.���]�H��^����
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t

r C r C

t

r C r C

t
C
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t

n
l l l l l

n

S
l P l l

n
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n

S P l
l l

n1 6 1 6 1 64 9 1 6 1 6 1 6 1 6 1 6`
?

`
@

` ` ` ` ` `
� � � �1 1

1
�
	�FE� & ���!���E�����]�
�3^

C
C C r r C

r r r r
l

n

l l

n

S P l

n

l

n

l l S l P S P l l

n?
` @ @ `

@ ` @ ` `
% % % �W% \
% �W% \ � % \
1 6 1 6 1 6 1 64 9 1 6

1 6 1 6 1 64 9

1

1 1
(4.70)

gdzie 1 6n ���!���!�����I�!������� & ��#$"H�ji>��� & <���<�#H���!�.�.�3������} & �YmY�x����������7=� & �!2�m�^!�.��������F!�I� & ��F��E	��)�$687�6��*���687Y��� # C & �����.�3����687Vg�;.� (*��+E���-"H��+�����<������!/��>��	��

C
C C f f C

f f f f
l

n

l

n

P l

n

l

n

l l P P l l

n?
` @ @ `

@ ` @ ` `
1 6 1 6 1 6 1 64 9 1 6

1 6 1 6 1 64 9

��\
� \ � \

1

1 1
(4.71)

� ��i
mY� � � � �? ` `A A
2 1 1 1 2e e/ /2 7 , gdzie 

� ���.�������U�H���ImY������,��Q���.��#
����#����.m�� B��R� �:��f��
0��."$#
����(]�����b�
��^

ulepszony model dyfuzji Brody’ego i Flemingsa [34,36].� ��������<����=�!�UN�	�� & � & �'��#
�'����687Vf�g.� ����<�#���<������ & ��mY�.�s����2v�.�D�!��	���#
(*�����L�:�.6���<�#
���U�H(]����F!�
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S
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C

t
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l
_
_ ? `A
I
0

1
~3 8 (4.72)

gdzie parametr 
� ����m���+E���R������" ���X(*��#H�$��m���2��Y� B��R� � & �H< C N:�������.�.�u	��]���������
�
��(*���$� & �$���!�3���$"H�UN:����0�����i

~
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������"5�.,c��^["H��i������ & �K�8i
#��!�.��������FQ	������!����"$#��!�$��F & �$���!���¡�$"H�UN:���¢�:�.6��U7=�£��"H� & ���$��F!�Q"H^I����m���+E����i�/J�����687Vf�g.� ��<�#
����,�mY�Y+����>F!�)# C +!�.���E� & �v<�����}����.������������� & ����"$#
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�
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� �

� � � � � �
1

1

1
1

1

��� � � �

� � � ��� � � �
1 6 1 6 1 6 1 6

1 6 1 62 7
(4.73)
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9*GF=�CHI"��:J��
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n

l
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1 6 1 6 1 64 9, , , (4.74)
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8�
$F/3�%:�ba$4+�

Algorytmy obliczeniowec 8�
9	DFK-���.V�d�:%�]e0/3f
g'15h.�0K`i�����kjl�g#m5h
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9*q?\@y�����AM�z��g#p0{7(	�TK	�@K>:'�]I��5��L8�
9	�@K	t�����|�:���g#
(4.59),(4.62) lub (4.63) } ������Q~M��$#������������n���� ���������"��9�n
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8�
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�5d7(	K�+* 5p�+%:��
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9*h?\@������AM+���g#�5�3�
��:>�?;*
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Algorytm A.

Dla znanych w poprzedniej chwili czasowej t n

5GFK	l]I��5���T�Uw5G0K
�&(�ba$TK?�8:'��27(%�]I0/3���5p�1TKU�8�
$F/3�%:�ba$TK?
v i

n , temperatury Tn  i koncentracji substancji rozpuszczonej w roztworze Cn ��
$0K	�#~5��+.�?;%:0�Bg</To�1TKU
	�@2	K5h?\<K	S%:'15_�����;M�z��$#15G0K
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2. ® 
9	K�^B9*p��Bg@{79?\Fw5G0K
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9	�@S3�.�?\@�BiT�UV5h?;�;?�TK	�0�7$��5�@�B=Bg0K%:�¯8�?\@�
�5d7(	�@�8�
9	K�� 1�;?;-�@K.+?\@y*q¬r�Z3��\0
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l
n

l
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l
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5. ���������
	���
������������
	�������������� ��!��"
$#%���&�&�'�(
)#%�*�%+,����-&./��0��,�21$�43����&.4��5$67���98)��	:� 0;5:32��6,8)��./<&�/� Hn m= =
1 1

2 7
dla T Cn n m= = =

1 1 1

2 7 2 7
*
 i 

H F H T T C Cn m n m n m n m n m n m= = = = = = = = =>1 1 1 1 1 1 1 1 12 7 2 7 2 7 2 7 2 7 2 74 9, , , ,

�?67�@1�8)3A<&6��4�?�B
�������C��D67�7�E�?<&	$��F,-&.G�/H,��6I�4� fl
n m= =

1 1

2 7 � JK�
	)��F�1�8)��5:�L0?�B
����/+,�D� 6&��5�M@�A5:��1$�43 rl
n m= =

1 1

2 7 .

6. �N
����/+I���D.9�&-O
����PC&Q��D.9�&-R
����PC&#��S�7-7./�40��,��1)�43?���&6&0 ��6,8;	:� 0�5�3�1$�,TU� M�6I�/���V�W0A�4� 0���F Cl
n m= =

1 1

2 7 .

7. XO�@1�8)3�<&6I�4�?<��&<&	:�Y�K�4��1$�43?<&	)��F,-&./�/H���6��4�V8)�AZ�<���	:�Y8U��	;F Tn = 12 7
*
, zgodnie z (4.58), tzn.:
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zjawisk (odlewanie stopów metali, jednostki magazynowania energii, etc.).

Wynikiem prac nad rozwojem technik eksperymentalnych jest opracowanie i adaptacja metodyU��"!$/6'O50� �1PQ/6�*tT' .T'	#&%(,*�VX .T^	Au.	��v"!$ST'>=�5*%u%+)��*#&.T�*�e,h)HXT�?4 wH�],0�?)V%(5*A(� xQ#g,*tT� y&�*Az'O5*%D#3�h)V�?4 {
Thermometry) oraz pomiaru koncentracji soli, poprzez korelacje optycznej metody Schlierena z
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powstawania i topienia lodu w zbiornikach wodnych (elementy modeli prognozowania pogody).
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