3. Modelowanie procesow transportu energii i skladnikow
w obszar ze dwufazowym

Podczas krzepnigcia roztworéw dwuskladnikowych bardzo czgsto tworzy si¢ obszar
dwufazowy (tzw. "mushy zone") zawierajacy w roznych proporcjach fazg ciekly i stata. Obszar
ten moze wypelnia¢ znaczng cze$¢ objetosci uktadu dwusktadnikowego [1], [23], [24]. Rozktad
sktadnikow we wspomnianym obszarze dwufazowym, w przypadku stopéw, decyduje o jakosci
wyrobu koncowego. Na rozktad sktadnikow w "mushy zone" wplywa rozktad temperatury,
procesy transportu energii 1 sktadnikéw, jak réwniez charakter przeptywu fazy cieklej] w tym
obszarze. Ze wzgledu na bardzo zlozona mikrostrukture¢ rozlozenia fazy cieklej 1 stalej oraz
roznice wlasciwosci faz obszar dwufazowy traktowany jest jako osrodek niejednorodny. Ma on
jednak pewna specyfike odrézniajaca go od innych materiatéw niejednorodnych (kompozytow,
osrodkdéw ziarnistych czy porowatych), a mianowicie udziat fazy stalej w tym obszarze ulega
silnym zmianom od wartosci rowne] jednosci w poblizu powierzchni obszaru calkowicie
zestalonego do zera na powierzchni oddzielajacej obszar dwufazowy od czystej fazy cieklej [1],
[16]. Ponadto procesom transportu wystepujacym wewnatrz poszczegdlnych faz w "mushy zone"
towarzyszy wzajemne oddziatywanie faz oraz wystgpowanie przemiany fazowej z wydzielaniem
ciepla na granicach miedzyfazowych. A zatem omawiany obszar dwufazowy moze by¢
traktowany jako osrodek niejednorodny z wewngtrznymi, lokalnymi zrédtami ciepta [9].

Zlozona mikrostruktura obszaru dwufazowego powoduje, ze do analizy przeptywu ciepta i
masy w takim osrodku uzywa si¢ zwykle opisu makroskopowego, w ktérym wygladzane sa
lokalne roznice w wartosciach temperatur i stezen sktadnikow spowodowane np. obecnoscia
dendrytow. W zwiazku z tym, zanim przeprowadzone zostang jakiekolwiek przewidywania
teoretyczne dotyczace rozkladu skladnikow w obszarze dwufazowym, konieczne jest
opracmwanie odpowiedniego modelu opisujacego zjawiska transportu energii i masy na poziomie
makroskopowym. Proces zastgpowania mikroskopowych procesow transportu w obszarze
dwufazowym opisem makroskopowym proceséw transportu, zachodzacych w osrodku o statych
lub zmiennych w sposob ciagly efektywnych wiasciwosciach, nazywany jest homogenizacja [8].
Przy zastosowaniu tej metody opisu nalezy rozwigza¢ dwa podstawowe problemy: (1) jaka postac
maja réwnania opisujgce makroskopwe procesy transportu w "mushy zone" oraz (2) jak
wyznaczy¢ efektywne wlasciwosci zastepczego osrodka ciagltego?

Stosowane sa rozne metody tworzenia rownan opisujacych procesy transportu w osrodkach
nigednorodnych ma poziomie makroskopowym, takie jak metody spektralne, wariagyjne,
objetosciowe - oparte na usrednieniu po objetosci elementarnej, statystyczne - oparte na
usrednianiu po zbiorze roéznych realizacji mikrostruktury osrodka. Sposréd wymienionych metod
dwie ostatnie zasluguja na specjalng uwage.

Metoda oparta o usrednienia objegtosciowe (“volume averaging”) po objgtosci elementarnej
jest najczesciej uzywana w zagadnieniach krzepnigcia roztworéw dwuskladnikowych [2], [12],
[16], [17], [19]. Metoda ta wykorzystuje pojecie objetosci elementarne] reprezentatywnej dla
calego "mushy region" (representative elementary volume - REV). Dla o$rodkéw
nigednorodnych o strukturze periodyczneg REV odpowiada komérce dementarng. Dla
osrodkow niejednorodnych o nieregularnej strukturze jest ona definiowana nieprecyzyjnie jako
duzo wigksza od wielkosci opisujacych strukturg¢ osrodka niejednorodnego na poziomie
mikroskopowym (wielkos$¢ ziarn, dendrytow, itp.) 1 jednocze$nie duzo mniejsza od wymiaréw
calego osrodka niejednorodnego. Makroskopowe wielkosci polowe wystepujace w roOwnaniach
przeptywu energii 1 skladnikow sa rozumiane jako usrednione objgtosciowo po objgtosci
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elementarnej i odnoszone do jej geometrycznego srodka. Przy stosowaniu tej metody méwienie o
zmiennos$ci polowych wielkosci makroskopowych (temperatura, stg¢zenie) na odleglosci mniejsze]
od wymiaru REV jest pozbawione sensu. Ograniczenia metody opartej na usrednianiu
objetosciowym uswiadamiane sg przez niektérych badaczy i proponowane sa rozne sposoby
usunigcia tych ograniczen [18]. W przypadku obszaru dwufazowego, wystepujacego w
zagadnieniu krzepnigcia roztworow, ograniczenia te sa silniejsze. W "mushy zone" trudno jest
bowiem znalez¢ objeto$C elementarng reprezentatywna dla catego obszaru dwufazowego, gdyz
udzial faz ulega w nim ciaglej zmianie. Ponadto wymiary REV, podawane w literaturze [1],
siegaja centymetroOw, co w praktyce moze by zblizone do wymiaro6w catego rozpatrywanego
obszaru dwufazowego. Dodatkowa trudnos¢ sprawia wyznaczenie efektywnych wilasciwosci
zaleznych od mikrostruktury obszaru dwufazowego 1 wilasciwosci faz. Z tego powodu
wykorzystywane sa najprostsze zaleznosci nie uwzgledniajace wptywu mikrostruktury.

Jednym z naistotniejszych probleméw, na ktére natrafia metoda oparta na usrednieniu
objetosciowym w REV jest uwzglednienie, w réwnaniach makroskopowych, braku lokalne;
réwnowagi termodynamiczngj (termiczng lub fazowej) w obszarze dwufazowym. Proponowane
sq wiec rozne dodatkowe modele uproszczone, tzw. modele dyfuzi, wiazace srednie stezenia
sktadnikow z ich udziatem objg¢tosciowym i temperaturag. Modele te nie uwzgledniaja na ogoét
faktu, ze pojecie rownowagi termicznej 1 fazowej w przypadku mikro- i makroskopowym nieco
sie r6zni. W przypadku opisu mikroskopowego réwnowaga termodynamiczna wymaga
rownomiernosci rozkladu stezenia skladnikow 1 temperatury w obu fazach przy spelnianiu
roOwnosci temperatury i odpowiednie] relacji stezen sktadnikow na granicy migdzyfazowej. W
przypadku opisu makroskopowego, dotyczacego zastgpczego osrodka ciagtego o pewnych
efektywnych wilasciwosciach, warunek lokalnej rownowagi termodynamicznej wymaga jedynie
rownosci $rednich temperatur faz oraz odpowiedniej relacji migdzy S$rednimi stezeniami
sktadnikow w obu fazach tak, aby nie wystepowala miedzy nimi wymiana netto ciepta i masy.
Warunek ten moze by¢ spelniony nawet jesli na poziomie mikroskopowym wystepuja rozktady
temperatury i stezen sktadnikow w obszarze elementarnym wiazace si¢ z wymiang ciepla i masy w
fazach 1 migdzy nimi.

Metoda oparta o usrednieniu statystycznym po zbiorze roznych realizacji mikrostruktury
osrodka (“ensemble averaging”) [5], [8], [11], [20] wywodzi si¢ z teorii procesow
stochastycznych i pol losowych [3], [4], [13], [14]. Byla ona z sukcesem zastosowana do analizy
roznych zjawisk transportu zachodzacych w osrodkach niejednorodnych. Nie byta jednak dotad
wykorzystywana w zagadnieniach krzepnigcia uktadow dwusktadnikowych. Podczas realizacji
badan podjeto pierwsza probe jej aplikacji w celu znalezienia rownan makroskopowego opisu
procesow transportu w obszarze dwufazowym wypelnionym roztworem dwuskladnikowym.
Omawiana metoda nie wymaga istnienia objetosci elementarne] reprezentatywnej dla calego
osrodka. Zaréwno makroskopowe wielkosci polowe jak 1 wlasciwosci efektywne osrodka sa w tej
metodzie traktowane jako $rednie statystyczne (wartosci oczekiwane). Nawet w przypadku gdy w
osrodku niejednorodnym mozna wyr6zni¢ REV, metody oparte o usrednienie objetosciowe 1
statystyczne na ogdt prowadza do innych wynikéw.

W nastepnych podrozdziatach tej czesci opracowania przedstawiono kolejno: podstawowe
pojecia 1 definicie metody opartej na usrednieniach statystycznych, wyprowadzenie
makroskopowych réwnan opisujacych przeplyw sktadnikow w obszarze dwufazowym, problem
lokalnej rownowagi fazowej przy opisie makroskopowy procesu krzepnigcia, wyprowadzenie
makroskopowego rownania energii dla obszaru dwufazowego oraz dyskusje lokalnej rownowagi
termicznej. W przedostatnim podrozdziale omowiono teoretyczny sposob wyznaczania udziatu
objetosciowego faz w "mushy zone" w warunkach rownowagi termodynamicznej, ktéry moze
zastapi¢ dotychczasowe modele (opisane w literaturze), gdzie udzialy objetosciowe wyznaczane
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byly z empirycznej zaleznosci entalpii (lub gestosci roztworu w obszarze dwufazowym) od
temperatury. Rozdzial zamknigto najistotniejszymi wnioski wynikajacymi z przeprowadzonych
rozwazan.

3.1. Podstawowe pojecia i definicje w metodzie usrednien statystycznych po zbiorze
realizacji mikrostruktury oSrodka dwufazowego

Zalozono, ze proces krzepnigcia roztworu dwuskladnikowego zachodzi w objgtosci
V zawierajacej dwie fazy - stalq (S) i ciekla (L). Pewien zestaw charakterystycznych punktow,
ktore moga by¢ traktowane jako miejsca nukleacji nowej fazy, jest rozmieszczony w cale
rozpatrywanej objetosci roztworu. Jakiekolwiek przestrzenny rozktad tych punktow jest uwazany
za odrebng konfiguracje (2 tak, ze utworzony jest zbior konfiguracji charakterystycznych
punktéw. Gestos¢ prawdopodobienstwa zwigzang z tym zbiorem konfiguracji oznaczono jako
p(€2) .
Miejsce nukleacji, w odpowiednich warunkach, moze sta¢ si¢ miejscem powstania fazy

stalej. Dla dowolnej chwili czasu t | dowolng konfiguracji Q rozkladu punktow
charakterystycznych, rozklad faz w ukladzie opisany jest przez tzw. funkcje struktury [8]

5 |1 for x €V,
6 = 6:(t,XQ) = {0 for x ez\/iI

gdzie symbolV; oznacza objetos¢ wypelniong i-ta faza.
Nastgpnie wprowadzono pewng uogolniong zmienng zdefiniowang jako

f(t,X[Q) = 6 (t,XQ) fs (t,X|Q) +6, (t,XQ) f, (t,X|Q) (3.2)

ktora pozwala zapisac rozpatrywane dalej rownania w jednolitej formie.

Przed wyprowadzeniem réwnan opisujacych makroskopowe procesy transportu sktadnikow i
energii uzyteczne jest zdefiniowanie dwdch wielkosci érednich. Pierwsza z nich jest wielkos¢
makroskopowa funkgcji  f

{F (6,0} =] f(t,XQ) p(©Q) dQ (3.2)

ktora jest rozumiana jako wielko$¢ oczekiwana w sensie statystycznym. Jesli za funkcje
f przyjmie si¢ funkcje struktury &; wtedy jej wielkos¢ makroskopowa jest rowna udzialowi

objetosciowemu i-te fazy
{6 (t,x)} = & (t.x) (3.3)
Drugg srednig stanowi fazowa wielkos¢ makroskopowa{ f}; zdefiniowana wyrazeniem

{61(t,) T(t,x)} = & (6, X){ T (t,x)}; (3.4)

ktéra odpowiada wartosci oczekiwanej funkcji f dew i-tg fazie.

Makroskopowe wielkosci podstawowych zmiennych termodynamicznych jak temperatura T i
masowe stezenie substancji rozpuszczonej C moga by¢ zatem wyrazone jako

{T(t.x)} =&t X{T(tX)}s + & (LT (X))} (3.5)
{Ct.x)} = &5 (LX{C(t, X)} s + & (6, X){C(t, )}, (3.6)

podczas gdy makroskopowa predkos¢ fazy cieklej w osrodku, kiedy faza stala uwazana jest za
nieruchomg, opisana jest zaleznoscig

{w(t, x)} = & (t, x){w(t, x)}
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Jedng ze specyficznych cech metody usredniania po zbiorze konfiguracji jest to, ze operator
usredniania statystycznego jest przemienny z operatorami rozniczkowania po zmiennej
przestrzenngg x | po czase t [11]. Spowodowane jest to niezaleznoscia gestosci
prawdopodobienstwa P(Q2) od polozenia i czasu.

Problem relacji migdzy wielkosciami makroskopowymi otrzymywanymi przy pomocy metody
usredniania statystycznego i metody usredniania objgtosciowego rozpatrywano w wielu pracach
[4], [8], [11], [13], [20], [22]. Stwierdzono, ze w tych przypadkach, gdy istnieje reprezentatywna,
elementarna objetos¢ osrodka (REV) jest mozliwe poréwnanie rezultatéw uzyskanych z
zastosowania wymienionych metod korzystajac z tzw. twmerdzenia ergodycznego [3], [11], [20].
Wtedy kiedy ono obowigzuje, tzn. gdy makroskopowe pola sa stacjonarne, wielkosci
makroskopowe otrzymane przy pomocy usredniania objetosciowego moga by¢ przyréwnane do
wielkosci uzyskanych poprzez usrednianie statystyczne. Wystepuje jednak wiele przypadkow
kiedy warunek stacjonarnosci pola nie jest prawdziwy i to nawet wtedy gdy w rozpatrywanym
osrodku mozna wyr6zni¢ elementarng objetos¢ reprezentatywna. Na przyklad podczas
wystgpowania stanOw nieustalonych wymiany ciepta (kiedy nie cata objetos¢ REV podlega
oddziatywaniu cieplnemu), w poblizu zewngtrznych granic osrodka lub blisko powierzchni solidus
czy liquidus (gdzie mikroskopowe wlasciwosci osrodka ulegajq silnej zmianie, w miejscach gdzie
wystepujq lokalne zrodia ciepta lub gdzie ulega zmianie mikrostruktura o$rodka (,,mushy zone”).
W tych wszystkich przypadkach, w celu prawidlowego zastosowania twierdzenia ergodycznego,
konieczne jest znalezienie miejsc gdzie obowigzuje warunek stacjonarnosci. Mogg to by¢, na
przyktad, powierzchnie réwnoleglte do powierzchni solidus czy liquidus, po ktorych nalezy
przeprowadzi¢ catkowanie przestrzenne [8], [22].

3.2. Makroskopowe rownanie stezenia substancji rozpuszczone;j

Przy =zalozeniu obowiazywania prawa Ficka rownanie opisujace dyfuzje substancii
rozpuszczone] w kazdej z faz mozna zapisa¢ w sposéb nastepujacy

8,(pC) + V- (WpC+ j) =0 (3.7)

Poniewaz stgzenie C substancji rozpuszczone] jest nieciagle na granicach migdzyfazowych,
wygodne jest uzycie pojecia rozpuszczalnosci tego sktadnika M zdefiniowanegj jako

M (t,X|Q) = 65 (t, X|Q) & +6, (t,XQ) (3.8)

gdzie x stanowi wspolczynnik podzialu na granicy migdzyfazowej (“partition factor”) réwny
k = Cg/ C, . Tloczyn rozpuszczalnosci i stezenia pozostaje funkcja ciagla przy przejsciu przez
granice¢ migdzyfazowq. Spostrzezenie to pozwala na zapisanie prawa Ficka na gesto$¢ strumienia
] masy substancji rozpuszczonej w nastepujacej, alternatywnej formie:

j=—(D/ M)V(MC) (3.9
gdzie

D(t,X|Q2) = 05 (t,X/Q) D +6, (t,X/Q) D,

stanowi uogolniony wspotczynnik dyfuzji substancji rozpuszczonej.

Po usrednieniu statystycznym rownanie (3.7) przyjmuje postac

J{pC}t+V {wpC+j}=0 (3.10)

W celu otrzymania ostatecznej formy rownania na makroskopowe stezenie substancji
rozpuszczone] wielkosci usrednione statystycznie, wystgpujace w powyzszym réwnaniu, powinny
by¢ uzaleznione od makroskopwego stezenia {C}. Zwiazki te mozna by bylo tatwo uzyskac



jesliby znana byla zalezno$¢ mikroskopowego stezenia C skladnika od odpowiedniego stezenia
makroskopowego. Aby otrzymac taka zalezno$¢ mikroskopowe stezenie przedstawiono jako

C=PR4{C +C (3.11)
gdzie Ry, jest funkcjq rownowagi fazowej a C' oznacza fluktuacj¢ stezenia. Formalng zalezno$¢
miedzy C i {C} moze by¢ wyprowadzona, przy pomocy teorii funkcji Greena, w sposéb
identyczny jak przedstawiony w [8] a koncowe wyrazenie przedstawione w postaci

(MC) ={MC} + [\, oc - V{MC} dV' dz + [\, wc 6,{MC} dV' dr (3.12)

Funkcje ¢¢c | w¢ spelniaja nastgpujace rownania catkowo-rézniczkowe:

0c = [ok VG- [Wo) pc — D168 + Voc) ~{(We) g ~ D156, + Vol Ve + o 1o
~ Iok CIWRY 88 + (O, + P 6.) ~{(Wp) 8, + p/(Bogpc +pc 5,01 Ve

e = ok VG [(Wp)'we - D'Vyc) -{(Wo)'wc - D'Vyc)}] dvidr + (3.14)
— ol GlP @Gy +we 8, +8.5¢)—{p(Gywc +we 8, +6:5x)}] dVidr

gdzie:
(Wp)' =wp/ M -w,p,
D'=D/M-D,,
p =plM-p

Indeks dolny r, w powyzszych definicjach, oznacza pewna wielko$¢ odniesienia zwigzana z
funkcja Greena G podczas gdy 6;,0 stanowia pseudofunkcje Dirac’a.

Uzywajac rownan (3.11) i (3.12) oraz zalozenia {MC}= const mozliwe jest wyprowadzenie
nastgpujacego wyrazenia na funkcje¢ rownowagi fazowe;j

Py (t, X|Q) = 0s(t, X|Q) il (5, +K &) +0, (1, X[|Q) (6, +x &5) (3.15)

Podstawienie zaleznos$¢i (3.12) do wielkosci usrednionych statystycznie i wystgpujacych w
rownaniu (3.10) pozwala ostatecznie na przedstawienie tych wielkosci w formie

{wWoC+ j} = {W} (pPoq) {C} — oy Der - V{C} dV'dz — [of, veer &,{C} dV'dr (3.16)

{pC} = {MPg}[{p/ MHC} + 5}, Cor - V'{ClAVdr + (3.17)
+ loky et 2, ChdVdr] '

gdzie

Deg ={DRyq (1645t + Vo)t — (p/ M) { MRgHO woc} (3.18)

veg ={DRqVwc} - (p/ M) {MRgH{O Wy}

St ={p/ Moc}

ueg ={p!/ My}

Zwiazki (3.16) 1 (3.17) migdzy omawianymi wielkosciami usrednionymi a makroskopowym
stezeniem s3 zatem nielokalne. Nielokalno$¢ oznacza, na przyklad, ze makroskopowy strumien
masy w rozpatrywanym punkcie osrodka dwufazowego zalezy nie tylko od makroskopowego
stezenia substancji rozpuszczone] w tym samym punkcie i chwili czasu ale od rozktadu
makroskopowego stezenia tego sktadnika w calej objetosci osrodka wystepujacego zaréwno w tej
same] chwili czasu jak i1 od rozktadu makroskopowego stezenia wystepujacego w przesztosci (tzn.
zalezy od historii procesu) [8], [14]. Czlony w zwiazkach (3.16) 1 (3.17), ktore zawieraja
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pochodne J,{C} sa zwiazane z zjawiskami relaksacyjnymi makroskopwej gestosci strumienia
masy substancji {j}i objetosciowego stezenia {pC}. Nalezy podkreslic, ze pewna czgsc
konwekcyjnego strumienia masy jest rozpraszana i na poziomie opisu makroskopowego predkos¢
cieczy pojawia si¢ w wyrazeniach (3.18). Symbole Dy ,vy4,{«, g Stanowia efektywne

wlasciwosci obszaru dwufazowego (“mushy zone”) 1, zgodnie z definicja, moga by¢ wyznaczone
ze znajomosci wilasciwosci ciala stalego 1 cieczy oraz mikrostruktury obszaru dwufazowego,
ktora ukryta jest w funkcjach mikrostruktury ¢, w. .

W obszarze dwufazowym wystepuje wiele skal dlugosci. Zwiazane sq one ze szczegotami
mikrostruktury osrodka 1 ze zmienno$ciqg makroskopowego stgzenia substancji rozpuszczone;.
Specyficzng cechg nielokalnej formy zwiazkow konstytutywnych, przedstawionych powyzej 1 w
rozdziale 4, jest to, ze uwzgledniaja one wszyskie wspomniane skale dlugosci 1 nie jest konieczne
przeprowadzanie analizy rzg¢du wielkosci tych skal.

Zjawiska nielokalne opisuja procesy nieréwnowagi fazowej. Proces nierbwnowagowy, w
przypadku transportu substancji rozpuszczonej, oznacza, ze na poziomie makroskopowym,
wystgpuje wymiana rozpatrywanego sktadnika miedzy fazami. Jednym z przyblizonych sposobow
uwzglednienia braku rownowagi fazowej sa tzw. modele dyfuzji, ktore stanowia zwiazki migdzy
makroskopowymi fazowymi stezeniami substancji rozpuszczone] w fazie stalej 1 cieklej (lub
migdzy makroskopowym stezeniem w obszarze dwufazowym a makroskopowym fazowym
stezeniem substancji rozpuszczonej w fazie cieklej). Modele te, ktore sg czasami dodatkowo
przyymowane w literaturze majq charakter postulatywny [12], [19], [23]. Innym sposobem
uwzgledniania braku rownowagi fazowej na poziomie makroskopowym jest zastosowanie tzw.
modelu dwuréwnaniowego (podwojnego kontinuum) [1], w ktérym usrednianie w obszarze
dwufazowym przeprowadzane jest odrgbnie dla kazdej z faz 1 uwzgledniana jest, na poziomie
makroskopowym, wymiana substancji rozpuszczonej migdzy fazami.

3.2.1. Lokalnaroéwnowagafazowa w obszar ze dwufazowym przy makroskopowym
opisie procesu transportu skladnikéw

Jak wspomniano w poprzednim rozdziale w obszarze dwufazowym (“mushy zone”) mozna
zaobserwowa¢ wiele skal dlugosci. W niektérych przypadkach mozliwe jest przeprowadzenie
analizy rzedow wielkosci tych skal opisujacych zaréwno mikrostrukture osrodka jak 1 zmiennos¢
makroskopowych wielkosci fizycznych. Prowadzi to do uproszczenia postaci zwiazkow
konstytutywnych podanych zaleznosciami (3.16) 1 (3.17). Taka analiza moze by¢ przeprowadzona
po rozwinigciu funkcji mikrostruktury ¢,y . w szereg rosnacych poteg charakterystycznego

mikrowymiaru struktury obszaru dwufazowego (. Przez mikrowymiar ten rozumiana jest
najwigksza ze skal dlugosci opisujacych lokalng mikrostruktur¢ obszaru dwufazowego (na
przyktad odleglos¢ dendrytéw). Zachowanie najnizszego rzedu czlondw we wspomnianych
rozwinigciach prowadzi do przyblizenia lokalnej rownowagi fazowej na poziomie
makroskopowym.

W celu blizszego przedyskutowania tego problemu obliczono makroskopowe wielkosci
fazowe stosujac definicje (3.4) do zaleznosci (3.12). W wyniku otrzymano wyrazenie:

{MC}, ={MC} +
+ f;L{coc}i -V{MC}dV'dr +f;fv{y/c}i 2 {MC}dV'dr (3.19

Czgze nierbwnowagowa
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Jesli w powyzszym wyrazeniu przyjmie si¢, ze {@}; =0 i {y}; =0 to obowiazuje lokalna
roOwnowaga fazowa. Wtedy, z rownania (3.19), wynika, ze makroskopowe fazowe stezenia
substancji rozpuszczonej sa uzaleznione od makroskopwego stezenia w nastepujacy sposob:

{Cs= e +Kgs){C} ) {CL= . +Kgs){C} (3.20)

W celu znalezienia postaci zwiazkow konstytutywnych w tym przypadku nalezy rozwina¢ funkcje
oc(t, X 7, y|Q) (i wc) w nieskonczony szereg rosnacych potgg mikrowymiaru (tzn. réznego
rzedu /)

Pc(t, X7, YQ) = ooty X[Q) 8(t,7) 8(X,Y) + £ pcalt, X|Q) (t,7) VS(x, y) +O(1?)

Ten rodzaj rozwinigcia pozwala na analize rzedu wielkosci réznych skal wystepujacych w
procesie transportu substancji rozpuszczonegl w obszarze “mushy zone”. Zadhowanie pierwszego
czlonu z prawej strony tego rozwini¢cia odpowiada zatozeniu, ze gradienty (i pochodne czasowe)
makroskopowego stezenia sa wolno (pod wzgledem przestrzennym lub czasowym) zmienne, tzn.
skale dtugosci zwiazne z tymi zmianami sa duzo wigksze od mikrowymiaru /. Zalozenie to jest
zatem rOwnowazne zalozeniu o tzw. dobrej separacji spektrum skal dlugosci opisujacych
mikrostrukturg¢ obszaru dwufazowego 1 spektrum skal dlugosci opisujacych zmiany
makroskopowych stgzen (czy temperatury ) w tym obszarze.

Biorac pod uwage wlasciwosci funkcji ¢. and ., wynikajace z rownan (3.13) i (3.14),

mikroskopowe stezenie , w przypadku wystgpowania lokalnej rownowagi fazowej na poziomie
makroskopowym, zmienia si¢ w obszarze dwufazowym zgodnie z zaleznos$cia

MC(t, X|Q) = { MPyg (t, X)} [{C(t, X)} + pco(t, X[Q) - V{C(t, X)}] (3.20)

a zwiazki na statystycznie usrednione czlony, wystepujace w réwnaniu (3.10), przyjmuja
uproszczong lokalng forme:

{wpC + J} ={w}( pPy) {C} - Dy - V{C} (3.22)
{pC} ={pRgH{ C} (3.23)
Efektywny wspolczynnik dyfuzji substancji rozpuszczonej Dy jest wtedy zdefiniowany jako

Dy ={DRy (1+ Veco)t — (/M) {MPHO W} (3.24)

dyspersjasubstz;ﬂcji rozpuszczoej

1 ciagle zawiera czton odpowiedzialny za dyspersje (rozpraszanie) tego sktadnika w obszarze
dwufazowym spowodowana przeplywem fazy ciektej w tym obszarze. Odpowiednie rownanie
catkowo-rozniczkowe na ¢., moze by¢ fatwo wyprowadzone z réwnania (3.13) i przyjmuje

postac:

?co =k VG - [(Wp)' 9co — D'(1+ Vo) —{(Wp)'@co— D'(1+ Voce)} dV’
-, G" [(wp) —{(wp)}] dV’
Nalezy podkresli¢, ze mozliwe jest rowniez uzyskanie czysto rézniczkowej formy réwnania na

funkcje @c, [7], [8]-

Na koncu tego rozdzialu nalezy rowniez wspomnie¢, ze mozna wykazac, patrz [6], ze
roOwnania 1 efektywne wlasciwosci modelu dwuréwnaniowego (tzn. podwojnego kontinuum) [1]

moga byé otrzymane poprzez zachowanie czlonéw rzedu ¢°w rozwinigciach typu (3.20).
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Zgodnie z klasyfikacja wprowadzong przez Kunina [15] model dwuréwnaniowy opisuje zatem
zjawiska stabo nielokalne.

3.3. Rdownanie energii

Przy zalozeniu statosci ci$nienia i zastosowaniu definicji uogolnionej entalpii (patrz rozdziat 2)
roOwnanie bilansu energii w obszarze dwufazowym moze by¢ zapisane jako

2, (ph)+V-(wph+q)=0 (3.25
gdzie gestos¢ strumienia ciepta zwiazana jest z gradientem temperatury poprzez prawo Fouriera
q(t, x|Q) = —k(X|Q) VT(t,xQ2) (3.26)
a K oznacza uogodlniona przewodnos¢ cieplng zdefiniowana wzorem

K(t,X[Q) = 05(t, XQ) ks +6, (t,x|Q) k,

Usrednianie statystyczne roéwnania (3.25) prowadzi do nastgpujacego wyrazenia

o{pht +V-{wph+q} =0 (3.27)
W celu wyprowadzenia koncowej, makroskopowej wersji rOwnania energii cztony

usrednione, wystgpujace W powyzszym rownaniu, powinny zosta¢ wyrazone jako funkcje

makroskopowej temperatury {T} i makroskopowego stezenia substancji{C} . Mozna to osiggnac

jesliby zaleznos¢ migdzy mikroskopowa temperatura T a jej wartoscig makroskopowa {T} bylaby

znana. Wspomniany zwiazek wyprowadzono po wstepnym przeksztalceniu rownan (3.25) 1
(3.26) do postaa

k V2T = pr G (WT +4T) = V-[(Woh— p,GW,T) —k'VT) +5,(ph - p,G T) (3.28)

gdzie k' = k—k; . Dolny indeks r oznacza tu pewna wielkos$¢ odniesienia, ktora traktowana jest

jako niezalezna od okreslonego sposobu roztozenia ( konfiguracji ) faz w obszarze “mushy zone”.
Zastosowanie teorii funkcji Greena w sposob identyczny z przedstawionym w [9] prowadzi do
wyrazenia na mikroskopowa temperatur¢. Uogodlniona entalpia wystgpujaca w réwnaniu (3.28),
pozostajaca funkcja T 1 aktywnosci MC, zostala nastepnie zlinearyzowana wzgledem zmiennych

makroskopowych {T} i { MC}
ph(t,x, T, MCIQ) = ph°(t, x,{T} { MC}Q) + J7ph°(t, x,{ T} { MC}|Q) (T-{T})+

(3.29)
+ P (t x.{T} {MC}QQ) (MC -{MC})

1 ostatecznie zwiazek migdzy mikroskopowsa i makroskopowa temperatura przedstawiony w
formie

T={T}+S+[3f, @7 - V{T} dV'dr+ (330
+IIsk e - VAMCY dv'dr +[3f, wrc &{MC} dv’dr]

gdzie funkcje Si @1 spelniaja nastepujace rownania:

S=—Joh VG [K'VS—wér(ph°)S+ w, 0,6 S-w(ph®) -
+{k'VS—wér(ph®)S+ w, o6 S—w(ph®)}] dvdr + : (3.3
—~ ok G G[87(ph°)S+ p,: S+ (ph®) —{S7(ph°)S+ p,G: S+ (ph%)}] dvidr
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o1 = ~Joky VG [K'(18:8x + Vo) — Wor (ph%)pr + Wepr Gy —
t +{k'(16:6x + Vor) — Wit (ph°)ot + W o Gor}] dVdr + (332
~ ol G L1 (p°) o1 — prGor {7 (Ph%)or — prG o} dVidr

Natomiast funkcj¢ ¢t mozna wyznaczy¢ z nastgpujacego wyrazenia

o1c = Il VG- [Wonc(ph)pc —{Wipc(ph°)pch] dvidr + (333
~Joky G @:lomc(ph”)9c —{Omc(ph)pclldvdr

w ktorym funkcja ¢ stanowi rozwigzanie rownania (3.13).

Funkcja w1c, wystgpujaca rowniez w rownaniu (3.30), moze by¢ wyznaczona z wyrazenia

identycznego z (3.33) po zastapieniu ¢ Przezyc.

Przy pomocy wyrazen (3.26), (3.29) 1 (3.30) tatwo mozna wyprowadzi¢ poszukiwane zwiazki
migdzy usrednionymi czlonami wystgpujacymi w rownaniu (3.27) a makroskopowa temperatura 1
stezeniem. Przyjmuja one ostatecznie nastgpujaca forme:

{wph + G = {w} (o1°), —foh ket - VAT dv'dr + (334
— ol Dres - V{C} aV'dz — [}, v1e 2{C} dV'd7] +0Oys

{pth ={ph% +hus+ Ik ERAUL S | (335

+loh Zce - V{CQHAV AT + [}, ey 2, {CdV 7]

gdzie

ke = {k(16xS; + Vor)} — & O7(oh°) {Wer}

Drer = { MRg} [{kVo1c)} - 7 (oh°) {0 Worrc} — Omc(0h®) {0, Woc}]

vig = { MRg}H{kVy1c)} = 2 (oh°) {8 Wy rc} — Omc(ph®) {8 Wy c}]

x1e = {0r(ph°)er} (3.36)

Zce ={ MRg}H[{Z1(ph)prch —{Fmc(ph”)ect]

teeg = { MR {1 (ph°)yrct —{dmc(ph)w ]

Ons = {kVS} - Fr(ph°) {6 WS}

hys = {1(ph°) §

Nalezy podkresli¢, ze oba zwiazki (3.34) 1 (3.35) sq nielokalne [25], [26]. Pokazuja one,
ze makroskopowa gestos¢ strumienia ciepla i makroskopowa entalpia przypadajaca na jednostke
objetosci zaleza nie tylko od makroskopowej temperatury ale rowniez od makroskopowego
stezenia. Wynika to z zalezno$ci mikroskopowej entalpii od st¢zenia substancji rozpuszczonej,
wzory (3.44) 1 (3.45). Nielokalno$¢ oznacza, ze makroskopowy strumien ciepta i entalpia w
rozpatrywanym punkcie obszaru dwufazowego zaleza nie tylko od makroskopowej temperatury 1
stezenia w tym samym punkcie 1 momencie czasu ale i od rozkladu temperatury 1 st¢zenia w catym
obszarze dwufazowym 1 to zaro6wno w rozpatrywane] chwili jak 1 w przesztosci [8], [14].
Ponadto, czg$C energii cieplnej, z powodu kretej drogi przeptywu cieczy w obszarze
dwufazowym, jest rozpraszana. Ten ostatni wniosek jest uzasadniony pojawianiem si¢ predkosci
cieczy w wyrazeniach na efektywne wlasciwosci Ky , Drg | v1g . Czton Qpg, wystepujacy w

zwigzku (3.34), zwiazany jest z obecnoscig zaleznych od temperatury, lokalnych zrodtach ciepta
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na granicy miedzyfazowej ciecz-ciato state. Zrodla te , zwiazane z procesem zmiany fazy, lokalnie
deformujg pole temperatury przyczyniajac si¢ do wystapienia dodatkowego transportu ciepta [4].

3.3.1. Makroskopowy opislokalng rownowagi termiczne
w obszar ze dwufazowym

Zagadnienie lokalngl réwnowagi termiczngl w obszarze dwufazowym, przy stosowaniu opisu
makroskopowego, moze by¢ przedyskutowana w analogii do rownowagi fazowej. Jesli rownanie
(3.30) zostanie pomnozone przez funkcje struktury, odpowiednig dla kazdej fazy, 1 statystycznie
usrednione otrzymuje si¢ nast¢pujace wyrazenie na makroskopowa temperature kazdej z faz

{Th =TS} + [ [ ok VAT aV'dr+

+[[ [ {@rcd -VIMCY v dr+ [ [ {wch 2.{MC} aV' de]

Czgzg nierbwnowagowa

W przypadku lokalnej réwnowagi termicznej temperatury fazowe powinny by¢ takie same i
rowne temperaturze makroskopowej. Mozna stad wywnioskowac, ze wszystkie cztony po prawe;
stronie wzoru (3.37), poczawszy od drugiego, powinny by¢ zerowe. W celu przeanalizowania
tego problemu rozwingto funkcje @1, @1c. Wc OraZ @, W W Szereg typu omowionego w
rozdziale dotyczacym roéwnowagi fazowej. Rozwinigcia te sa wazne dla przypadku kiedy
makroskopowa temperatura i st¢zenie wolno zmieniajg si¢ w przestrzeni (i czasie) wzgledem
mikrowymiaru ¢. W tym przypadku mikroskopowa temperatura zmienia si¢ zgodnie z
zaleznoscia;

T(t, X[Q) = {T(t,X)} + S(t, X|Q) + @ro(t, X|Q) - V{T(t,X)} + @rco(t, X[Q) - V{ MC(t, )} (3.38)

(3.37)

a wyrazenia na usrednione statystycznie czlony, wystgpujace w réwnaniu (3.27), ulegaja
uproszczeniu do lokalnej formy:

{wph +} = {W}(ph°) — kg - V{T} ~ Drg - V{C} (339
{ph} = {ph%} (3.40)
Efektywna przewodnos¢ cieplna kg jest wtedy zdefiniowana wyrazeniem

Kg ={k (1+Vo,)} _gL\Of)T (o) {wor}, (341)

Ny
dyspersjatermiczra

podczas gdy wspotczynnik Dufour’a wzorem

Dret ={ MRy} [{kVorco)} — &1 Ir(oh®) {Werch L — &1 Imc(oh®) {weca ] (342

Odpowiednie rownania catkowo-rozniczkowe na funkcje ¢1q, @1co moga byc¢ fatwo
wyprowadzone z roéwnan (3.32) 1 (3.33).

3.4. Entalpia i porowatos$¢ obszaru dwufazowego w warunkach lokalnej
réwnowag termodynamicznej

W celu zamknigcia ukladu réwnan, ktére byly omawiane w poprzednich rozdziatach,
konieczne jest podanie wyrazen na makroskopows entalpi¢ przypadajaca na jednostke objetosci
{on°}i entalpie (oh°), fazy cieklej. Makroskopowa entalpia moze by¢, przy pomocy rownan
(3.1)1(3.4), uzalezniona od udzialow objetosciowych faz w nastepujacy sposéb [27]
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{ph% = e5(t,x) phs{T}H{CH) +&L(t,X) pLh (TH{C}) (3.43)

Fazowe entalpie, jako potencjaly termodynamiczne, sa obliczane w stosunku do pewnego stanu
odniesienia temperatury i stezenia (T, ,0) ale droga osiagnigcia ich wartosci moze by¢ roézna.

‘ : >
o C C,.C

Rys.3.1. Pogladowy fragment wykresu fazowego uktadu binarnego

W przypadku okreslania entalpii cieczy (ph°), = p h_ ({T},{C}) celowe jest nie przekraczanie

przy tym obszaru dwufazowego (“mushy zone”) jako, ze entalpia w tym obszarze zalezy od
sktadu fazowego a udziat objetosciowy cieczy (porowatosc) nie jest a priori znany. Zamiast tego
wygodnie jest podazy¢ droga zaznaczong na zalaczonym wykresie (rys.3.1). Fazowe entalpie
mogg by¢ wtedy przedstawione jako

pshsTHACH = L7 pecs(T.0) dT + §7 pshe, (T}, C) oC (3.44)

pLhLATYACY = [ psCs(T.0) AT + psL(Ty) +

(3.45)
+ [§ pLhy (T, ©) dC + j%:} pLe (T{C})dT

gdzie cg, C| oznaczaja ciepla whasciwe, podczas gdy T, I L(T,) sa, odpowiednio, temperaturg i
cieptem krzepnigcia czystego rozpuszczalnika. Symbole hg, i hy, oznaczaja pochodne czastkowe

entalpii wzgledem stgzenia substancji rozpuszczone;.

W przypadku réwnowagi fazowej i termicznej makroskopowe fazowe stgzenia sg uzaleznione
od makroskopowego stezenia wzorami (3.20), ktére moga zosta¢ uzyte do znalezienia udziatow
objetosciowych faz w obszarze dwufazowym

L (t,X) =1-eg(t,x) =[{C} - fCATHI/ AT - 1T = e, (T3 {CH) (3.46)

Oznaczenia fs_,_l [ f,_‘,_l, wystepujace W powyzszym wzorze, oznaczaja funkcje odwrotne
opisujace odpowiednio przebieg linii solidus 1 liquidus na wykresie fazowym.
Nalezy podkresli¢, ze zgodnie ze wzorem (3.46), udzialy objetosciowe faz sa zalezne

wylacznie od makroskopowej temperatury 1 st¢zenia substancji rozpuszczonej 1 po wprowadzeniu
wyrazen na nie, razem z wyrazeniami (3.44) 1 (3.45), do wzoru (3.43) pozwalaja wyrazi¢
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makroskopowa entalpig, przypadajaca na jednostke objetosci, jako funkcje wytacznie{T} i {C}.
Alternatywa w stosunku do powyze] opisanej procedury analitycznej moze byC przyjecie
empirycznej zalezno$ci wigzacej entalpi¢ mieszaniny dwufazowej z temperatura i stg¢zeniem
substancji rozpuszczonej dla rozpatrywanego uktadu dwusktadnikowego [21].

3.5. Uwagi i wnioski koncowe

Metoda, przedstawiona w powyzszych rozdziatach, stanowi alternatywe, do metody opartej na
usrednianiu  objgtosciowym, przy formulowaniu rownan opisujacych makroskopowe procesy
transportu w obszarze dwufazowym podczas krzepnigcia roztwordw dwuskladnikowych.
Wykorzystuje si¢ w niej technik¢ usrednien statystycznych po zbiorze dopuszczalnych realizacji
mikrostruktury osrodka dwufazowego. Makroskopowe wielkosci pojawiajace si¢ w wyniku
zastosowania omowiane] metody majq inng interpretacj¢ fizyczna niz otrzymywane technika
usredniania objetosciowego po REV.

W powyzszych rozwazaniach wykazano, ze forma zwiazkéw konstytutywnych wigzacych
wielkosci makroskopowe nie potrzebuje byC postulowana, ale moze by¢ wyprowadzona z
odpowiednich zwiazkéw dla wielkosci mikroskopowych niezaleznie od zatozenia dotyczacego
skal dlugosci wplywajacych na rozpatrywane procesy. Wykazano rowniez, ze omawiane zwigzki
konstytutywne sg nielokalne. Nielokalny aspekt opisu procesow transportu w obszarze
dwufazowym nie byl dotychczas poruszany w literaturze. Nielokalno$¢ zwiazana jest z
problemem braku lokang rownowagi termodynamiczng makroskopowych procesdéw
zachodzacych w obszarze dwufazowym. Nie jest w zwiazku z tym konieczne do opisu proceséw
nierbwnowagowych przyjmowanie w tym przypadku dodatkowych, uzupehiajacych modeli (np.
tzw. modeli dyfuzji) noszacych czesto charakter postulatywny. Jesli spektrum skal, zwigzanych z
opisem mikrostruktury “mushy zone”, jest rozlaczne ze spektrum skal zwigzanych z
przestrzennym rozkladem 1 zmiennosciq czasowg makroskopowych pdl stezen i temperatury,
mozliwe jest stosowanie uproszczonej, lokalnej formy zwiazkéw konstytutywnych, ktére maja
posta¢ podobng do prawa Ficka czy Fouriera stusznego dla osrodkéw jednorodnych. Zwiazki te
odnoszg si¢ do procesow, w ktorych warunki rownowagi cieplnej czy fazowej s zachowane.

Zwigzki konstytutywne zawieraja efektywne wlasciwosci obszaru dwufazowego,
odpowiedzialne za transport skladnikow i energii. Wyrazenia (3.18) 1 (3.36) podaja definicj¢
wlasciwosci  efektywnych  wystepujacych  w  nielokalnych zwiazkach konstytutywnych
(odpowiadajacych procesom nierownowagowym), podczas gdy wyrazenia (3.24), (3.41) 1 (3.42)
definicj¢ wlasciwosci efektywnych wystepujacych w zwiazkach lokalnych (odpowiadajacym
procesom makroskopowej réwnowagi termodynamicznej). Wszystkie te wyrazenia pokazuja, ze
wlasciwosci efektywne obszaru dwufazowego moga by¢ wyznaczone ze znajomosci funkcji
mikrostruktury ¢c, wc, @1, ¢1c | wc oraz wlasciwosci fazy cieklej i stalej w obszarze
“mushy zone”, takich jak: wspolczynniki dyfuzji Dg, D, ; gestosci psg, p, ; rozpuszczalnosci
Mg, M ; przewodnosci cieplne Kg, K i entalpie hg,h . Wiasciwosci efektywne obszaru
dwufazowego, okreslone przez powyzsze definicje powinny by¢ rozumiane jako wartosci
oczekiwane w sensie statystycznym. Strategia obliczania tych wlasciwosci jest zatem nastepujaca:
dla znanej mikrostruktury obszaru dwufazowego wyznaczane sg funkcje mikrostruktury z réwnan
(3.13), (3.14), (3.31), (3.32), (3.33) 1 nastgpnie wykorzystywane w definicjach (3.18), (3.36),
(3.24), (3.41), (3.42) do obliczenia wilasciwosci efektywnych. Podobny algorytm
wykorzystywano w przewidywaniu wlasciwosci materiatow kompozytowych 1 osrodkow
porowatych [7], [8]. Nalezy podkresli¢, ze symbol usredniania statystycznego, wystepujacy po
prawej stronie wymienionych definicji, moze by¢ zastapiony, w przypadkach gdy obowiazuje
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twierdzenie ergodyczne, przez usrednianie przestrzenne po pewnych objetosciach lub
powierzchniach (np. rownolegtych do powierzchni solidus czy liquidus).

W dalszych badaniach dotyczacych tematyki formulowania réwnan opisujacych
makroskopowe procesy transportu w obszarze dwufazowym nalezy dazy¢ do oszacowania
wplywu takich zjawisk jak dyspersja oraz wzajemne oddzialywanie akumulacji energii 1 zrodet
ciepta zwiazanych z przemiang fazowa na procesy makroskopowego transportu energii 1
sktadnikow w obszarze dwufazowym. Inne czlony rownan makroskopowych, dotyczace wplywu
zrodel ciepta na intensywnos$¢ przenoszenia energii oraz efektu Dufoura, powinny by¢ réwniez
dokladniej przebadane. Model makroskopowego opisu proceséw transportu w obszarze
dwufazowym moze by¢ takze wykorzystany do analizy wplywu lokalne; nierownowagi
termodynamicznej faz na proces krzepnigcia poprzez pozostawienie dalszych cztonow w
rozwinigciach oméwionych w rozdziatach poswigconych réwnowadze fazowej 1 termiczne;.
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4.  Symulacja komputerowa proceséw przemian fazowych ciecz-ciato
z konwekcja w uktadach jednosktadnikowych 1 binarnych

4.1 Cel i zakres modelowania, uzyskane r ezultaty

Badania eksperymentalne dostarczaja informacji o zachowaniu uktadéw fizycznych o
prostych geometriach, mozliwych do analizy w warunkach laboratoryjnych. Tymczasem w
rzeczywistych problemach inzynierskich obszary maja krzywoliniowe, zlozone brzegi.
Przeniesienie wynikow pomiaréw z prostych geometrii na zlozone ksztalty jest czgsto bardzo
zgrubnym przyblizeniem, ktére w przypadku ruchu plynu moze gubi¢ istotne cechy przeplywu
(np. lokalne zawirowania wywotlane krzywiznami brzegdéw), zwazywszy, ze charakterystyczna
cecha zagadnien teorii pola jest wrazliwos¢ ich rozwiazan na nawet nieznaczne zmiany ksztaltu
brzegu obszaru. Poglebiona analiza zjawisk transportu masy, pedu 1 energii w rzeczywistych
uktadach wypetnionych roztworem dwusktadnikowym lub substancja jednosktadnikowa wymaga
wigc wykorzystania wspoOlczesnych zaawansowanych technik symulacji numeryczne;.
Zastosowanie tu komercyjnych, powszechnie dzi§ dostgpnych, kodow komputerowych jest
ograniczone 1 nieefektywne, ze wzgledu na ich ogdélnos¢ 1 czgsto brak mozliwosci poszerzenia
uzytych w nich modeli. Dlatego w symulacji komputerowe] zlozonych, wciaz nie do konca
poznanych, procesow transportu w uktadach binarnych ze zmiang fazy zasadne jest tworzenie
oprogramowania Zorientowanego tematycznie, elastycznego, w ktorym implementaga nowych
modeli nie stanowi problemu, a wyniki uzyskuje si¢ w rozsadnym czasie. Jest to szczegoOlnie
istotne, gdy narzedzie obliczeniowe stuzy¢ ma poznaniu zjawisk przez uzupelnienie, czgsto
kosztownych 1 zmudnych, badan doswiadczalnych.

Dlatego jednym z podstawowych celow badan bylo stworzenie biblioteki programoéw do
komputerowej symulacji nieustalonych zjawisk krzepnigcia i topnienia z konwekcja w fazie ciektej
dla uktadow jednosktadnikowych 1 binarnych w ztozonych dwuwymiarowych obszarach
geometrycznych.

W ramach redizagi tego zadania opracowano dwa programy metody elementow
skonczonych (MES). Ich obliczeniowo-efektywne algorytmy uzyskano przez zastosowanie
procedur sekwencyjnego i iteracyjnego rozwiazania sprz¢zonych uktadéw rownan zachowania
masy, pedu 1 energii, entalpowego opisu efektow ciepta utajonego na statej siatce podzialu oraz
roznych technik rozdzialu w czasie (rozdziat 4.2). W pierwszym programie wykorzystano metode
rzutu (projection method) Chorina 1 Gresho [1,2]- rozdziatu obliczen pol predkosci i1 ci$nienia
wraz z jawnym tréjpoziomowym schematem Adamsa-Basfortha kroczenia w czasie. W
algorytmie obliczeniowym drugiego programu zastosowano metod¢ rozdzialu operatorow
transportu konwekcyjnego 1 dyfuzyjnego w dwoch nastgpujacych po sobie etapach catkowania w
czasle niggawnym schematem Eulera [3,4,5].

Poszukiwanie takich, obliczeniowo efektywnych, technik rozwiazywania uktadéw
sprzgzonych nieliniowych réwnan rézniczkowych czastkowych (lub ich  dyskretnych
odpowiednikbw w postaci rownan algebraicznych) jest przedmiotem zainteresowan
matematykéw 1 numerykow w wielu osrodkach naukowych na $wiecie. Powszechnie akceptuje
si¢ zastgpowanie teoretycznie doktadnych metod jednoczesnego rozwigzywania przez przyblizone
techniki sekwencyjnego i iteracyjnego dochodzenia do rozwigzania. Te doktadne bowiem majg
trudne do zaakceptowania koszty obliczen (zwlaszcza w realnych zadaniach trojwymiarowych),
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przyblizone za$ sa wielokrotnie szybsze, nie wymagaja duzych pamigci operacyjnych czy
zewnetrznych, a ich doktadno$¢ jest wystarczajaca w praktycznych obliczeniach.

Zastosowanie modeli symulacji numerycznej 1 ich efektywnych algorytméw przyblizonych
obliczen wymaga najpierw ich uwiarygodnienia. Proces ten sklada si¢ z dwoch etapow. W
pierwszym dokonuje si¢ weryfikacji dokladnosci rozwigzania numerycznego przez analizg
wplywu gestosci siatek podzialu i/lub poréwnanie tego rozwigzania z innymi dostgpnymi w
literaturze rozwiazaniami analitycznymi albo uzyskanymi innymi technikami dyskretyzacji.
Wzorce te znane sg w literaturze angielskiej pod nazwg , benchmarks”. Przedmiotem takiej analizy
jest odpowiedz na pytanie: jak dobrze model numeryczny przybliza dyskretyzowane réwnania
modelu ciagglego. Drugi etap to jednoczesne uwiarygodnienie obu modeli. matematycznego
(ciaglego) 1 jego odpowiednika dyskretnego (proces okresla si¢ w literaturze angielskiej mianem
,code validation procedure”) przez szczegOlowe poréwnania rozwigzan numerycznych z
precyzyjnymi pomiarami dla pewnych wybranych, wzorcowych geometrii i zjawisk. Tutg
poszukuje si¢ odpowiedzi na pytanie jak symulacja numeryczna oddaje rzeczywistos¢. W
ostatnich latach coraz powszechniejsza staje si¢ Swiadomos¢, ze weryfikacja doktadnosci nie jest
wystarczajaca, bo nawet dokladne rozwiazanie rownan nie gwarantuje jeszcze dobrej symulacji
komputerowej analizowanych zjawisk. Musimy mie¢ jeszcze pewnos¢, ze te ,dokladnie”
rozwigzane réwnania dobrze opisuja fizyke analizowanych zjawisk 1 proceséw. Rozwija si¢ wigc
,benchmarki” eksperymentalne, jako wzorce do poréwnan. Jeden z nich zaproponowano w
rozdziale 2 opracowania 1 wykorzystano do porownan w dalszej czesci tego rozdziatu (punkt
4.4).

Opracowane modele obliczeniowe MES poddano wigc najpierw weryfikacji pod katem
doktadnos$ci uzyskiwanych rozwigzan (rozdzial 4.3), przez ich porownanie z dostgpnymi w
literaturze wynikami obliczen innych analiz numerycznych (przeptyw w kanale, konwekcja
swobodna Boussinesqa, etc.). Potwierdzity one zadawalajaca doktadno$¢ obu algorytmow
rozdzialu w czasie dla rozwazanych probleméw modelowych (dla ,benchmarks”). W obu
przypadkach uzyskano znaczne przyspieszenie obliczen w poréwnaniu z klasyczng technika
jednoczesnego rozwigzania calego uktadu sprzezonych rownan ruchu i transportu energii. Nie
stwierdzono natomiast wyraznych réznic w efektywnosci obliczeniowej obu technik rozdziatu. Z
tych wzgledow dalsze analizy ograniczono do modelu opartego na metodach rzutu Chorina [1] 1
Gresho [2] przyjmujac go za podstawowe narze¢dzie symulacji komputerowe] proceséw przemian
fazowych ciecz-cialo state z konwekcja w uktadach jednosktadnikowych i binarnych.

W celu odpowiedzi na pytanie czy uzyskane ta drogg obliczenia poprawnie modeluja
zlozone procesy konwekcji swobodnej 1 zamarzania ukladu jednoskladnikowego, wykorzystano
proponowany w rozdziale 2 wzorzec eksperymentalny. Poréwnano wigc obliczone rozktady pol
temperatury 1 predkosci oraz chwilowych potozen frontu fazowego z wynikami wizualizacji
przeplywu 1 pola temperatury (przy wykorzystaniu posiewu cieklych krysztaléw oraz technik
DPIV i DPIT) dla przypadku czystej wody ochtadzanej 1 krzepnacej, w zakresie temperatur
obejmujacych punkt anomalii gestosci wody (rozdzial 4.4). Potwierdzily one wiarygodnos¢
proponowanego modelu symulacji komputerows.

Nieznaczne rozbieznosci, zwlaszcza w chwilowych polach predkosci oraz ksztaltach
frontu fazowego, wywotlane byly brakiem dokladnych informacji o termicznych warunkach
brzegowych na wewnetrzych S$cianach kuwety pomiarowe]. Zatozenie adiabatycznosci
nieizotermicznych $cianek pleksiglasowych, powszechnie przyjmowane na termicznie
izolowanych powierzchniach, okazalo si¢ niezbyt precyzyjne w analizowanym przypadku, gdzie,
jak potwierdzit eksperyment (rozdziat 2.2), przebieg zachodzacych procesow silnie zalezy od
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niewielkich nawet zmian warunko6w wymiany ciepta przez $cianki kuwety. Stosunkowo tatwo 1
doktadnie mozna natomiast zdefiniowa¢ warunki brzegowe na zewngtrznych powierzchniach tych
scianek (wspolczynnik przejmowania ciepta i1 temperaturg¢ ptynu omywajacego powierzchnie).
Rozbudowano wigc model symulacji komputerowej w kierunku jednoczesnej analizy sprzgzone;j
wymiany ciepla, obejmujacej konwekcje swobodna wywolang sitami wyporu 1 zmiang fazy w
plynie wypelniajacym przestrzen pomiarowa oraz przewodzenie ciepla w $ciankach
ograniczajacych kuwetg. Uzyskane w ten sposob wyniki obliczen sa bardzo bliskie wartosciom
predkosci 1 temperatury rejestrowanym technikami DPIV/DPIT (rozdziat 4.4).

Fizykalny mechanizm procesow zmiany fazy w uktadach dwusktadnikowych jest znacznie
bardziej ztozony niz w przypadku czystych substancji. Przebiega on w skonczonym przedziale
temperatur, co prowadzi do powstawania obszaru dwufazowego ciekly metal - ciato state (mushy
region). W dwusktadnikowym stopie obszar dwufazowy ma zwykle strukture dendrytyczna.
Zasadniczym problemem jest tu poprawne modelowanie dyskretne procesdw transportu masy,
pedu 1 energii w obszarze dwufazowym oraz opis struktury tego obszaru. Budowa kodu
komputerowego musi wigc by¢ poprzedzona wnikliwa analizg literaturowa dostepnych technik
dyskretyzacji 1 wyborem wiasciwej z nich. Studia takie przeprowadzono rozwazajac zalety 1 wady
modeli pojedynczego- 1 dwoch-kontinuow, metod entalpowych na stalej siatce elementow
skonczonych 1 $ledzenia frontu fazowego na siatce ruchomej, oraz sztucznej lepkosci i modelu
osrodka porowatego w opisie ruchu plynu w obszarze dwufazowym. W rezultacie tych rozwazan
wybrano:

e model pojedynczego kontinuum, oparty na teorii roztwordw, ktérego rownania otrzymuje
si¢ na podstawie sumowania odpowiednich réwnan zachowania dla poszczegodlnych faz.
Jego konkurent, w ktorym kazda z faz rozwaza si¢ niezaleznie, jest trudny w implementacji
w uktadach dwusktadnikowych, gdzie nie wystepuje wyraznie widoczna pojedyncza
powierzchnia frontu fazowego. Zasadniczym problemem jest tez okreslenie wihasciwych
wartosci parametroOw wymiany na granicy dwoch faz. Wybor modelu pojedynczego
kontinuum, gdzie jeden uklad rownan zachowania opisuje zjawiska transportu w cale
rozwazane] przestrzeni, jest zgodny z obecnymi trendami $wiatowymi w zakresie
modelowania przemian fazowych ciecz-ciato state w uktadach binarnych [6,7,8].

e metode entalpowa w opisie efektow uwalniania badz pochlaniania ciepta przemiany
fazowej na stalej siatce dyskretyzacji. Wybor ten podyktowany byl gléwnie charakterem
rozwazanych procesOw przemiany fazowej, w ktérych wystgpuje obszar dwufazowy
(stopy) lub rozmyty front fazowy (parafina, woski). W takich przypadkadh metody oparte
na $ledzeniu frontu fazowego na ruchomej siatce sg nieprzydatne (nie ma bowiem ostrej,
jednoznacag linii frontu).

e modelowanie dwufazowego obszaru jako osrodka porowatego [6,7,9]. Odrzucono tu
metode zmienne] lepkosci jako czysto numeryczny zabieg stopniowego wygaszania
predkosci plynu w miar¢ wzrostu udzialu fazy stalej w obszarze dwufazowym.
Traktowanie tego obszaru jako medium porowatego, jest blizsze fizyce zjawisk,
szczaegllnie w odniesieniu do dendrytyczngj struktury te przestrzeni dla stopéw metali.
Pozwala tez na analiz¢ anizotropowego charakteru przewodnosci cieplnej 1
przepuszczalnosci osrodka, wynikajacych ze sposobu wzrostu dendrytow, oraz
wykorzystanie wlasnych teoretycznych modeli obszaru dwufazowego opisanych w
rozdziale 3 opramwania.

W tak rozwijanych kodach obliczeniowych MES, przeprowadzono implementacj¢ nowych
teoretycznych modeli obszaru dwufazowego, opartych ma metodzie ,ensemble averaging’
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(rozdziat 3 opracowania). Wykorzystano je nastgpnie do analizy wplywu anizotropii
przepuszczalnosci 1 przewodnos$ci cieplnej oraz dyspersji ciepta w obszarze dendrytycznym,
modelowanym jako porowaty osrodek Darcy’ego [10]. Obliczenia przeprowadzono dla dwoch
rozcienczonych roztworéw chlorku amonu, dwuskladnikowego czynnika, ktéry krzepnie
podobnie jak binarny stop metalu. Wykazano znaczny wplyw anizotropowego charakteru
przepuszczalno$ci materialu 1 pomijalne oddziatywanie dwoch pozostalych efektow na
ksztattujace si¢ pola predkosci oraz chwilowe ksztalty i polozenie obszaru dendrytycznego [10].
W analizie tej pominigto, ze wzgledu na mate udzialy substancji rozpuszczonej, zaré6wno wpltyw
jej koncentracji na wlasnosci termofizyczne obszaru dwufazowego jak i konwekcje wywotang
gradientem stezen.

W rzeczywistych ukladach binarnych, zwtaszcza stopach metali, uproszczenia takie nie sa
mozliwe. Nie tylko gradienty temperatury, ale przede wszystkim gradienty koncentracji wywotuja
ruchy konwekcyjne, ktore zmieniaja rozklady substancji rozpuszczonej w obszarze odlewu. Jest
to zjawisko makro-segregacji, gtéwna przyczyna niejednorodnosci, mikro-porowatosci i innych
defektow odlewu. Ponadto, podczas lidyfikagi faza substancji rozpuszczong jest usuwana z
dendrytow i lokalnie zmienia swoj rozktad na skutek dyfuzji - jest to zjawisko mikro-segregacji.
Ogolnie, przeplywy recyrkulacyjne, wywotane ruchami konwekcyjnymi, charakteryzuje tendencja
do nieréwnomierne] dystrybucji wtracen. Powoduje to, ze z uptywem czasu jednorodny rozktad
wtracen ulega ewolucji prowadzac do separacji jedne] z faz 1 jej akumulacji w wybranych
obszarach przeptywu. Zjawisko to jest na ogo6l bardzo niekorzystne w procesach
technologicznych (ostabianie stopoéw czy krysztalow poprzez niejednorodny skfad), jak 1 w
zbiornikach naturalnych (nadmierna koncentracja zanieczyszczen). Glgbsze zrozumienie tych
procesow 1 oceny iloSciowe, zwlaszcza w rzeczywistych zlozonych geometrycznie obszarach,
wymaga rozbudowy kodu symulacji komputerowej na przypadki, gdzie wystepuja silne sprzgzenia
pol temperatury, koncentracji 1 entalpii catkowitej.

Opracowano wigc iteracyjny model analizy MES dla sprz¢zonych réwnan ciaglosci
(ograniczenie do przypadkéw, gdy gestos¢ roztworu jest stala — bardzo czesto przyjmowane
uproszczenie, ktore eliminuje mozliwos¢ analizy konwekcji wywotlanej skurczem
solidyfikacyjnym) 1 ruchu plynu oraz transportu entalpii i1 koncentracji skladnika dla
dwuwymiarowe] laminarnej konwekcji swobodnej, wywolane] gradientami stezen i1 temperatury,
wystepujacych w procesie krzepnigcia ukladu dwuskladnikowego. Kazde ze wspomnianych
roOwnan rozwiazano technika, w ktore] czlony dyfuzyjne calkowano w czasie niejawnym
schematem Eulera, za$ czlony konwekcyjne jawnym schematem Adamsa-Basfortha [4,11].
Potrzebne zwiazki migdzy koncentracja substancji rozpuszczone] 1 temperatura roztworu
uzyskano z wykresu fazowego, przy zalozeniu lokalnej rownowagi termodynamicznej na granicy
fazowe. W obliczeniach entalpii roztworu zastosowano proponowany w rozdziale 3 algorytm, w
ktorym w wyznaczaniu entalpii fazy statej i fazy cieklej wykorzystuje si¢ znany fakt niezaleznosci
przyrostu parametru termodynamicznego od drogi przemiany. W celu uwzglednienia skonczone;j
dyfuzji skladnika w fazie stalej (mikrosegregacja) wprowadzono do modelu numerycznego
usredniong lokalng koncentracje substancji rozpuszczonej w tej fazie [7,8]. Zasadniczym
problemem jest zbiezno$¢ procesu iteracyjnego dopasowania pol koncentracji, temperatury i
udzialu objetosciowego lub masowego fazy cieklej w obszarze dwufazowym. Cho¢ analityczne
zwiazki (wynikajace z zaleznosci udziatu skladnika od koncentracji i temperatury oraz z rownania
linii likwidusa na wykresie fazowym) sa jednoznaczne, to ich bezposrednie uzycie prowadzi do
rozbieznosci (zwlaszcza przy duzych cieptach przemiany fazowej, typowych dla ciektych metali).
Konieczne sa wigc specjalne srodki w celu obejscia tych trudnosci, np. przedefiniowanie rGwnania
energii tak by czlon zwigzany z efektem ciepta utajonego przenie$¢ czeSciowo do czlonu
pojemnosct cieplnej uktadu [12] lub zastosowanie specjalnej techniki uaktualniania udziatu
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masowego fazy ciekltej w mieszaninie przez wykorzystanie funkcyjnej zaleznosci temperatury
roztworu od wspomnianego udzialu oraz koncentracji substancji rozpuszczonej [7]. Autorzy
projektu zapropnowali tu wilasny algorytm oparty na rozwinigciu kolejnej iteracji udziatu fazy
cieklej w szereg Taylora wzgledem poprzedniego przyblizenia. Jest to rozszerzenie koncepcji
Vollera [13], zaproponowanej w sytuacji, gdy entalpia roztworu (udzial fazy ciektej) jest jedynie
funkcja temperatury, na przypadek funkcji dwoch zmiennych (udziat fazy cieklej jest funkcja
koncentracji i temperatury). Potrzebne tu pochodne czastkowe oblicza si¢ ze wspomnianych
wyzej zwigzkoéw analitycznych. Algorytm ten, cho¢ obiecujacy, nie zostal jeszcze do konca
przeanalizowany, w szczegOlnosci nie uzyskano jeszcze zadawalajacych wynikow dla
rzeczwistych stopow metali.

4.2 Roéwnania MES, algorytmy obliczeniowe
4.2.1 Model matematyczny

W zapisie rOwnan zachowania masy, pedu, energii i skladnika uktadu binarnego, podlegajacego
przemianie fazowej ciecz-cialo stale, wykorzystano model pojedynczego kontinuum (nazywany
tez modelem mieszaniny lub jednofazowym) Bennona i Incropery [6,7], w ktorym wszystkie
zmienne polowe odnosza si¢ do roztworu, a rGwnania zachowania dla mieszaniny otrzymuje si¢
przez sumowanie odpowiednich rownan opisujacych prawa zachowania dla kazdej z dwoch faz.
Pryjeto tez nastgpujace (powszechnie stosowane) zalozenia podstawowe:

e dwuwymiarowos¢ obszaru geometrycznego, powszechnie przyjmowana na etapie tworzenia i
testowania nowych modeli obliczeniowych, w celu ograniczenia kosztow tych obliczen. W
zastosowangl w pracy metodzie MES i dag opisanych jg agorytmad rozszerzenie
programu na ztozone trojwymiarowe obszary jest niemal automatyczne, wigze si¢ jedynie ze
zmiang biblioteki elementow.

e model niescisliwego ptynu newtonowskiego. Zatozenie to prowadzi do wymogu stalej
gestosci mieszaniny, co dla dowolnych udzialow objetosciowych fazy cieklej (1 w
konsekwencji tez statej) implikuje rownos$¢ gestosci obu faz. Zalozenie takie jest rozsadne w
wielu przypadkach praktycznych [7,8], cho¢ uniemozliwia analiz¢ skurczu solidyfikacyjnego
1 ruchéw konwekcyjnych wywotanych zmianami objgtosci. W naszych rozwazaniach jest
ono podstawowym warunkiem zastosowania metody rzutu w rozdzieleniu obliczen pol
predkosci 1 ci$nienia.

e laminarny charakter ruchéw konwekcyjnych

e model anizotropowego medium porowatego dla obszaru dwufazowego i warunki nasycenia
dla roztworu wypelniajacego ten obszar (brak porow, suma udziatow fazy stalej i ciekle;

rowna jednosci)

e zerowa predkos¢ fazy stale] w tym obszarze (typowe dla struktur dendrytow iglastych lub
réwnoosiowych)

o stale, cho¢ na ogot rozne, ciepta wlasciwe obu faz.

e warunki lokalnej rownowagi termodynamicznej na granicy obu faz — mozliwos¢

wykorzystania wykresu fazowego w celu wyznaczenia koncentracji w fazie ciektej dla danej
temperatury roztworu.

Wprowadzenie tych zalozen do modelu Bennona i1 Incropery prowadzi do nastgpujacego ukladu
roOwnan zachowania
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gdzie x,,t,u, i goznaczaja odpowiednio i-ta wspotrzedna globalnego uktadu kartezjanskiego
(1=1,2 dla przypadku dwuwymiarowego), czas, dynamiczng lepkos$¢ plynu 1 przys$pieszenie
ziemskie.
W powyzszym wzorze i wszystkich dalszych zastosowano skrocony zapis sumacyjny (konwencje
Einsteina), gdzie powtarzajace si¢ indeksy oznaczaja sumowanie w catym zakresie ich zmiennosci.
Gestos¢ mieszaniny,

p=rp, +rIp, =const. (4.2)
177
oznaczaja odpowiednio fazg stata i ciekla, jest stata zgodnie z zatozeniem niescisliwosci ptynu, co
prowadzi do p, =p, dla dowolnego udziatu T, .
Sktadowe pozornej predkosci w obszarze dwufazowym (rzeczywistej w cieczy)

v, =f(vo) +f(v) =f(v)), (4.3)

wobec zatozenia (v,), =0, gdzie f, jest udzialem masowym fazy statej lub cieklej.

gdzie r, jest udziatem objetosciowym jednej z faz (o =Ilubo =s), za§ indeksy ,s” i

29

Udzialy masowe i objgtosciowe spelniaja relacje

fo+f =1
(4.4
r+n=1
fo=Eer,
p _ fo=rg
oraz , cowobec p,=p, =p dae (4.5)
Ps fi=n
f,==2r,
p
Entalpia mieszaniny moze by¢ wyznaczona ze zwiazku
(pH) - p(szs +f|H|) =psLHs+piH, = p(rsHs+ r|H|) (4.6)

gdzie H jest entalpia wilasciwa (tj. na kg roztworu), Hs entalpiqa wlasciwa fazy statej, za§ H,
calkowitg (z efektem ciepta utajonego) entalpia wlasciwa fazy cieklej w temperaturze T roztworu.
Sposob wyznaczania wielkosci Hs oraz H, przedstawiono w czgsci 3 opracowania i w dalszej
czesci tego rozdziatu. Ogolnie, w uktadach binarnych entalpia roztworu jest funkcjg temperatury 1
koncentracji, H=H(T,C). Zwiazek taki moze by¢ wyznaczony eksperymentalnie [14] lub na
podstawie analiz teoretycznych, w ktérych wykorzystuje si¢ zatozenie lokalnej rownowagi
termodynamicznej na granicy fazowej [6,7,15]. Koncentracja C, rozumiana jako usredniony udziat
masowy substancji rozpuszczone] w roztworze, zalezy od sktadu fazowego 1 moze by¢ okreslona
ze zwiazku [8,15]

C=f.C.+fC (4.7)
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Analizowane dalej substancje moga mie¢ w obszarze dwufazowym jedna z dwoéch struktur,
rozroznianych na poziomie makroskopowym [15]. W pierwszym z mozliwych tu przypadkow,
charakterystycznym dla materiatow bezpostaciowych takich jak szklo, woski, parafiny itp., faza
stala jest calkowicie rozproszona w ciektej, obie maja te same predkosci 1 kazdy fragment fazy
stalej pozostaje w rownowadze z otaczajacg go ciecza. Obowiazuje reguta dzwigni, a rOwnanie
(4.7) sprowadza si¢ do

C=fC,+f,C, oraz C,=x,C (4.8
gdzie: x, jest wspotczynnikiem podzialu rownowagowego (partition coefficient), za$
koncentracje poszczegélnych faz odczytane sa z wykresu fazowego dla danej temperatury
roztworu. W drugim modelu, charakterystycznym dla struktury dendrytéw iglastych uzyskiwanej
w procesie krzepnigcia stopow metali, obie fazy sa wyraznie rozroznialne i maja rézne predkosci.
Zgodnie z przyjetym wyze] zalozeniem ograniczamy si¢ tu do statycznej solidyfikacji, w ktorej
faza stala jest nieruchoma, tj. (VS)i =0. Ta makroskopowa struktura moze mie¢ jednak rézne
formy na poziomie mikroskopowym [15]. Gdy faza stata jest rozproszona w cieklej, wystepuje

lokalna réwnowaga termodynamiczna na tym poziomie (cho¢ brak jej na poziomie
makroskopowym), obowigzuje tez reguta dzwigni i rownanie (4.8). Wynika to z przestrzennego

usrednienia koncentracji C roztworu w mikroskopowej objetosci (volume probe) V' =V, +V,

co J.psCSdV; +J.plcldvl*
= v
co, wobec jednorodnosci C.i C, orazp,=condt. i p, = const. w mikrostrukturze rozproszonej,

prowadzi do (4.8). Jesli jednak na poziomie mikroskopowym obie fazy sa rozroznialne, wielkos¢
C zalezy od zalozonych mechanizméw lokalnego transportu substancji rozpuszczonej [15].
Gdy dyfuzja tego skladnika jest nieskoficzona w obu fazach, rozktady koncentracji C.i C, sa

(4.9

jednorodne. Oznacza to, ze kazdy fragment fazy stalej jest w rOwnowadze z otaczajaca ciecza.
Zatem i w tym przypadku obowiazuje (4.8). Jesli jednak dyfuzja sktadnika w ciele stalym jest
pomijana, a w cieczy pozostaje nieskonczona (znany w metalurgii model Scheila [16]) wowczas,

wobec jednorodnosci C, oraz dV, = V dr,, réwnanie (4.9) prowadzi do
c-1 [PpCdr,+f,C = [*Cof, +£,C =1C,+1C, (4.10)
p 0 0

W praktyce, przemiana fazowa substancji dwuskladnikowej czgsto przebiega tak, ze nie jest na
tyle powolna by zdazyta si¢ ustali¢ jednorodna kompozycja w obu fazach (zgodna z wykresem
fazowym), nie jest tez na tyle szybka by uniemozliwi¢ dyfuzje w fazie stalej. W konsekwencji
wystepuje skonczony proces dyfuzyjnego przenoszenia substancji rozpuszczonej w zestalonym
materiale, proces mikrosegregacji. Powyzszy wzor, zawierajacy lokalng s$rednia koncentracje
skladnika w fazie statej C_, umozliwia analizowanie rowniez tego przypadku [8].

Dyfuzyjny transport substancji rozpuszczone] zdefiniowany jest przez wspotczynnik dyfuzji D w
rownaniu (4.1). W modelu mieszaniny Bennona 1 Incropery [6] przyjmuje on postac

D:[&rsDSKp+ﬂr,D,j=fSDSKpH‘,DI (4.11)
p p
gdzie D, jest wsplczynnikiem dyfuzji substancji rozpuszczonej w fazie statej (o =S) lub cieklej

(a=1). W przypadku pomijalnej dyfuzji w fazie statej (model Scheila) (4.11) redukuje si¢ do
D=1,D,
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Przewodnos$¢ cieplngA w obszarze dwufazowym ciecz-ciato state definiuje si¢ powszechnie
[6,7,8,15,17] (podobnie jak inne wielkosci dla roztworu) jako $rednig wazong z wartosci dla obu
faz, gdzie wagami sa udzialy objgtosciowe 1,

A=TA +TA, (4.12
Zaleznos¢ ta jest poprawna dla substancji jednosktadnikowych 1 materiatow bezpostaciowych.
Rodzi natomiast pewne watpliwosci w odniesieniu do obszaru dendrytéw o wyraznie kierunkowe;j
strukturze. Intensywno$¢ przewodzenia ciepla jest w tym przypadku wyraznie rézna wzdluz
gléwnego kierunku wzrostu dendrytow 1 prostopadle do niego. Dlatego, zdaniem autoréw
projektu, izotropowy model (4.12) nalezy zastapi¢ anizotropowym z tensorem przewodnosci
cieplngj A;. Szersza dyskusj¢ tego problemu przeprowadzono w dalszej czesci niniejszego
rozdzialu (punkt 4.5).

Sktadowe sit wyporu, bedace wynikiem gradientoéw gestosci 1 koncentracji definiuje si¢ wzgledem
pewnego stanu odniesienia, zdefiniowanego przez T, ,p, 0razC

POB; = Py 9C0SO; (Br(T—T,s ) +B4(C, ~Cya ) (4.13
gdzie B,ip, sa wspoOtczynnikami rozszerzalno$ci termicznej i stgzeniowej, za$§ i COSD,
odpowiednio przyspieszeniem ziemskim i kosinusem kierunkowym nachylenia wektora sit
wyporu. Przyjeto tu model Boussinesqa [18], tzn. zalozenie o stalej gestosci (p=p,y) Z
wyjatkiem czlonu st wyporu w réwnaniu pedu, gdzie zmienia si¢ ona liniowo ze zmianami
temperatury i koncentragi substancji rozpuszczoneg. Model Boussnesga nie zavsze jest
prawdziwy. W szczegolnosci nie moze on by¢ przyjety w obliczeniach konwekcji swobodnej
wody w niskich temperaturach, obejmujacych punkt anomalii gestosci czynnika (okoto 4°C),
gdzie nastgpuje zmiana znaku pochodnej gestosci po temperaturze. W tym przypadku termiczne
sity wyporu definiuje si¢ jako [18,11]

(PgB,); = gcosd (p.4. —p) (4.14)
Dodatkowy czton zZrodlowy S, w réwnaniach ruchu wynika z przyjetego modelu przeptywu w

obszaze dwufazowym traktowanym jako porowate medium Darcy’ego, w ktorym spadek
cisnienia jest proporcjonalny do predkosci plynu 1 jego gestosci oraz odwrotnie proporcjonalny do
przepuszczalnosci osrodka — fizyczne] wlasnosci porowatego medium okreslajacej jego opoér
przeptywu

S, = u,Kilvj (4.15
gdzie p, jest dynamiczng lepkoscia plynu. W przypadku substancji jednosktadnikowych
wykorzystuje si¢ model osrodka porowatego jako zabieg czysto matematyczny wygaszania
predkosci w objetosciach kontrolnych zawierajacych obie fazy [15,19]. Zastepuje si¢ tensor
przepuszczalnosci  K; wspolczynnikiem przepuszczalnosci K, ktoéry zgodnie z modelem

przepuszczalnosci Kozeny-Carmana [6,19] jest nastgpujaca funkcja udziatu objetosciowego fazy
ciektej

re

(1-r, )2

Dla substancji jednoskladnikowych o izotermicznej zmianie fazy oraz substancji bezpostaciowych
wspotczynnik K, dobiera si¢ w sposob arbitralny (najczesciej rzedu 10°). Bowiem gtownym

K=K, (4.16)

zadaniem czilonu zrodtowego (4.15) wraz z (4.16) jest wymuszanie spadku predkosci ptynu w
objetosci zawierajacej dwie fazy -od fizycznej predkosci cieczy gdy I, =1 do zera, gdy objgtos¢
jest wypetniona tylko faza stata. Osiaga si¢ to przez zwigkszanie udzialu czlonu S, w réwnaniu
pedu w stosunku do pozostatych skladowych tego rownania gdy r, — 0. W obszaach o
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strukturze dendrytyczngj, charakterystycznych dla solidyfikagi stopdw metali, tensor
przepuszczalnosci ma znaczenie fizykalne. Wartosci jego sktadowych uzyskuje si¢ z rzutowania
na kierunek uktadu wspolrzednych istotnie roznigcych si¢ od siebie przepuszczalnosci wzdluz
dwoch kierunkow: gléwnego kierunku wzrostu dendrytéw (normalnego do lokalnej izotermy)
oraz prostopadtego do niego. Wielkosci tych przepuszczalnosci okresla si¢ na podstawie analizy
morfologii obszaru dendrytycznego, w szczegolnosci odleglosci pomigdzy gltéwnymi i
podrzednymi gateziami dendrytow [20,21].

4.2.2 Dyskretyzacja przestrzenna MES

W modelu przestrzenne] dyskretyzacji MES wyr6znia si¢ w rozwazanym obszarze i na jego
powierzchnich granicznych duza lecz skonczong liczbe punktow, zwanych wezlami. Wartosci
poszukiwanych funkcji polowych w tych punktach opisuja w sposob przyblizony (dyskretny)
zachowanie si¢ ukladu w danej chwili czasu. By okreslic wartosci fizycznych zmiennych
polowych w dowolnym miejscu przestrzeni, ,,rozpina” si¢ na tych weztach niewielkie podobszary,
zwane elementami skonczonymi, tak by nie zachodzily na siebie i by pokryly caly rozwazany
obszar. W kazdym elemencie definiuje si¢, w jego lokalnych wspotrzednych, interpolacje
wielomianowe poszukiwanych funkcji. Ich klasy ciaglosci dobiera si¢ tak by opis pola zmienne] w
calym obszarze byt suma wielomianowych przyblizen w poszczeg6dlnych elementach [22]. Zatem,
poszukiwane ci$nienie p, skladowe predkosci v,, temperaturg¢ T, entalpi¢ H i1 koncentracje

substancji rozpuszczone] C, w chwili czasu t, zaklada si¢ w postaci illoczynéw wielomianowych
funkcji geometrycznych P; i N, zwanych funkcjami ksztattu, a zdefiniowanych w lokalnych
wspotrzednych elementowych (°, oraz warto$ci odpowiednich zmiennych p,,v,,T, ,H, i C, w
weztach elementu

p(X,t) = X" P5(C°(X))pat) dam=12,...N,

Vi (Y’t) - 29: NE(Ee(Y))Vik (t)

T(X,t)= 2 NE(C*(X))T(t) (4.17)
< _ diak=12,...N,

H(X,t) = Z N§(S°(%))H, (1)

o(x.) = E N )it

Wspotrzedne globalne X, o sktadowych x; (i=1,2,3 w geometrii tréjwymiarowej lub i=1,2 w
dwuwymiarowej), zwiazane sa ze wspolrzednymi lokalnymi (¢, o sktadowych (¢, wzgemnie
jednoznaczng transformacjq

xi(C°) = N5 (C°)x diak=1.2,...N, (4.18)

Funkgcje ksztattu P; i N} oraz liczby weztéw interpolacii cisnienia N i pozostatych zmiennych N,
mogg by¢ jednakowe (interpolacja jednakowego stopnia) lub rézne (interpolacja niejednakowego
stopnia). Drugi z przypadkoéw stosuje si¢ dla uniknigcia niefizycznych rozkladéw cisnienia (tak
zwanych checkerboard pressure mode) - odpowiada on znanej w réznicach skonczonych technice
siatek przesunigtych.

Wstawiajac (4.17) zaréwno do uktadu rownan rozniczkowych (4.1) jak i uzupehiajacych je
warunkow brzegowych na powierzchniach I' ograniczajacych rozwazany obszar Q, otrzymuje
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si¢ reziduum Rez, dla kazdego z rownan oraz reziuduum Rez, dla odpowiednich warunkow

brzegowych. Zgodnie z metodg reszt wazonych Galerkina, proces minimalizacji tych bledow,
wynikajacych z zastgpienia niewiadomych wielkosci polowych interpolacjami MES, polega na
zerowaniu wazonych, w catym obszarze i na jego granicach, reziduow Rez, i Rez,

J_N,RezdQ-| N, Rez.dl =0 da k=12,...N, (4.19)

Funkcje wagowe sa tozsame z funkcjami ksztattu. Zdefiniowane sg one , kawatkami” w lokalne;j
bazie elementow, co pozwala kazda z calek wzoru (4.19) wyznacza¢ przez sumowanie
odpowiednich calek elementowych [22]. Stosujac (4.19) do kazdego z rownan uktadu (4.1), oraz
wykorzystujac tozsamos$¢ Greena 1 twierdzenie Gaussa-Greena [22] (w celu obnizenia klasy
ciaglosci funkcji ksztaltu), uktad S-ciu réwnan roézniczkowych czastkowych (4.1) sprowadza si¢
do ukladu 5*N, réwnan rozniczkowych zwyczajnych (wcigz nie scalkowanych w czasie), ktory
ma nastgpujaca, zwarta posta¢ macierzowa

D-v=0
M‘%+(Ks(v)+K‘3)-vi=—G-p+Fa dai=123
W (4.20)
Co-gp TR H+KTT=F
dC .
Corgr TKE(V)-C+KE-C=F

gdzie D,G,M,K ¢ i K¢ to odpowiednio macierze dywergencji, gradientu ci$nienia, masy, dyfuzji
i adwekcji pedu, C,, K¢ iKZ macierze pojemnosci cieplnej, konwekcji i przewodzenia.
Podobnie, C., K iKY to tablice pojemnosci, konwekeji i dyfuzji substancji rozpuszczonej.
Wektory prawych stron rownan (4.20), odpowiednio F,,F; i F., wynikaja z czlonéw
zrodtowych réwnan (4.1) oraz warunkow brzegowych drugiego 1 trzeciego rodzaju.
p,v,,T,H,H,,C,C, to wektory wartosci weztowych odpowiednio: cisnienia, skladowych
predkosci, temperatury, entalpii roztworu 1 entalpii fazy cieklej, koncentracji substancii
rozpuszczone] w roztworze 1 w fazie cieklej.

4.2.3 Efektywne schematy catkowania w czasie

Drugim etapem budowy modelu dyskretnego rownan (4.1) jest ich catkowanie w czasie, ktore
prowadzi do koncowego ukladu roéwnan algebraicznych tego modelu. Wybor wilasciwe) techniki
kroczenia” w czasie odgrywa zasadnicza role¢ w poszukiwaniu obliczeniowo-efektywnych
algorytmow rozwigzania ukltadu (4.20). Najlepsze byloby jednoczesne traktowanie catego zbioru
tych sprzezonych nieliniowych rownan rozniczkowych zwyczajnych, najlepiej przy pomocy
niejawnego schematu catkowania w czasie. Zauwazmy bowiem, ze w modelu ptynu niescisliwego
cisnienie jest naturalng wielkoscig niejawng. Nie mozna wigc uzy¢ jawnego schematu zaréGwno w
odniesieniu do tej wielkosci jak 1 rownania ciaglosci. Bowiem w kazdej chwili czasu dopasowuja
sie¢ niejawnie pola ci$nienia i predkosci poprzez warunek niescisliwosci. Naturalnym byloby
traktowanie w podobny sposéb pozostalych czlonéw réwnan zachowania (4.1). Niestety, takie
podejscie wymaga jednoczesnego rozwigzywania calego uktadu (4.20), co w praktycznych,
wielowymiarowych przypadkach jest bardzo kosztowne i1 czasochtonne (bardzo duze czasy CPU).
Dlatego powszedna jest obemie tendencja poszukiwania dgorytméw iteragyjnych, w ktorych w
kazdym kroku czasowym rozprzega si¢ rownania, rozwiazujac kazde oddzielnie w okreslonej
sekwencji. Znaczne obnizenie kosztow obliczen uzyskuje si¢ tez przez traktowanie nieliniowych
czlonéw rownan zachowania, tj. cztonow konwekcyjnych, w sposdb jawny, tzn biorac ich

83



wartosci z poprzedniego kroku czasowego, natomiast cztony dyfuzyjne catkuje si¢ niejawnie.
Otrzymuje si¢ w ten sposob jawno-niejawne schemat catkowania w czasie.

Jawno-nie awny schemat Adamsa—Bashfortha-Eulera

W jedng z dwdch wergi programbéw MES, opracowanych w ramach redizagi projektu
badawczego, do scalkowania réwnan (4.20) zastosowano (podobnie jak w [4]) catkowicie
niejawny schemat Eulera w odniesieniu do czlonéw dyfuzyjnych rownan pedu, energii i
koncentracji oraz jawny trojpoziomowy schemat Adamsa-Bashfortha do cztonéw konwekcyjnych
tych rownan. Uzyskany ta drogg uktad rownan algebraicznych ma nastepujaca posta¢ macierzowa

D' Vn+l — 0
Vn+l n

iV d yl_pE . pml_ § cfyn). n_l cyn-1) \,n-1
M—At +Ko. v =F -G-p (ZK(V)V 2K(v)v)

1 \ \

Hml_Hn n+ 3 c n n 1 c n— n—
cH.T+K$-T 1:FT—(§KH(V )-H,| —EKH(V Y)-H; 1)
le_cn n+ 3 c(yn n 1 cfyn n-
cC.T+Kg-c 1:FC—(EKC(V )-C, —EKC(V Y-C 1)

gdzie At jest krokiem czasowym, zas§ gorne indeksy oznaczaja odpowiednie chwile czasowe.

Algorytm rozdzielenia pol predkosci i cisnienia — metoda rzutu

Dalsze zmniejszenie czasu CPU mozna uzyskac poprzez rozprzegnigcie obliczen (niejawnie
sprzgzonych) pol predkosci i cisnienia. W ostatnich latach powstato wiele tego typu algorytmow.
W kontekscie metody elementéw skonczonych najbardziej obiecujace sa metody rzutu [1,2,11].
W opracowanym programie wykorzystano opcjonalnie jeden z dwoch wariantéw tej techniki:

e metode “Projection 17 Chorina [1] 1 Gresho [2], gdzie w pierwszym kroku rownanie pedu
rozwigzywane jest przy pominieciu gradientu cisnienia. Tak uzyskane wstgpne pole predkosci,
ktorego dywergencja nie jest rowna zeru, powinno by¢ zmodyfikowane przez uwzglednienie
wplywu gradientu ci$nienia na przyspieszenia ptynu oraz warunku niescisliwosci. Prowadzi to
do réwnania Poissona dla cisnienia. Po obliczeniu tej wielkosci polowej wykorzystuje si¢ jej
gradient do korekty wstepnego pola predkosci.

e metode “Projection 2” Gresho [2 ], gdzie w pierwszym etapie rozwigzuje si¢ rOwnanie pedu z
gradientem cisnienia z poprzedniego kroku czasowego Tak uzyskane wstepne pole predkosci,
ktore nie spetnia warunku niescisliwosci, rzutuje si¢ na podprzestrzen bezdywergentnego pola
wektorowego, co prowadzi do rownania Poissona dla mnoznika Lagrange’a W [2]. Jego
gradient daje korekcj¢ pola predkosci, po ktorej nastgpuje aktualizacja cisnienia.

Zatem, dla znanego (z poprzedniego kroku czasowego) ci$nienia kinematycznego p"/p oraz
n

bezdywergentnego pola predkosci v, przy Zvi =0:
X

S+l

1. rozwiazywane jest rOwnanie pgdu w celu obliczenia wstgpnego pola predkosci V,
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~n+1 N+l N+l
N AU [havi j+8.

ot ax, x| p ox
gdzie: S :—akyiap —ﬁKﬁlv}‘JrgBi gdzie
poxX; p
oraz V, =V, na T

0 dlaProjection_1
= 1 dlaProjection_2

N

. Wektor predkosci V" jest rzutowany na wspomniana przestrzefi bezdywergentnego pola
wektorowego, co prowadzi do réwnania Poissona dla mnoznika Lagrange’a ‘¥

o (oY) ovt o¥
——|=— przy —=0 nal
oX; \ 0%, oX; on

3. Po obliczeniu wartosci ¥ dokonuje si¢ korekty sktadowych predkosci zgodnie z

V_n+l — v_n+l _ @
| | axl
oraz cisnienia kinematycznego
ks Projection_1
i1 At
(P /p) = ,
(p”/p)+E‘P Projection_2

co konczy pojedynczy cykl obliczeniowy w metodzie rzutu.

Zastosowanie tego algorytmu w jawno-niejawnym modelu MES dla réwnan pedu 1 ciaglosci
prowadzi do nastgpujacego uktadu rownan macierzowych

gl n
@ MYk gr=F—aGp"
At
3 1
| ZKke(y").v"==K¢ Vn—l ‘an)
(S Jrv)
2 G'M'G-¥=-G"-¥" (4.22)
(3) Vn+l — vin+l _ M —1G . \P
ks Projection_1
n+l/ _ At
pip = 5
p"/p +E‘P Projection_2

85



Algorytm rozdzielenia operatorow dyfuzi i konwekdji

Analiza zachowania si¢ rozwiazan MES na siatkach o umiarkowanych gestosciach podzialu, w
ktorej rozwaza si¢ warunki poprawnej, dyskretnej reprezentacji gtownych cech fizykalnych
zjawisk transportu konwekcyjno-dyfuzyjnego [23,5], moze by¢ takze uzytecznym S$rodkiem
poszukiwania obliczeniowo efektywnych agorytméw MES. Przedmiotem jg andiz jest
pojedyncze rownanie konwekcyjno-dyfuzyjnego transportu skalarnej wielkosci @, 0 postad

b 8 oD
—+—|a,v®-b,— [=S 4.23
* ax.[aq’ ) q’axjj " 429

J
gdzie a,,b, I S; oznaczaja odpowiednio wspotczynniki pojemnosci, dyfuzji i czton zrodiowy.
Kazde z rownan (4.1) ma form¢ analogiczng do (4.23). Zatem (4.23) moze by¢ traktowane jako
roOwnanie modelowe, za$ jego efektywna dyskretyzacja na siatce elementow skonczonych jest
niezbednym prerekwizytem w skutecznym i poprawnym rozwigzywaniu calego uktadu (4.1).
Analiza warunkow realizacji zasad zachowania i maksimum, jednokierunkowosci (wzdluz
wektora predkosci) transportu konwekcyjnego oraz eliminacji numerycznego rozpraszania i
dyspersji [23,5] prowadzi do wniosku, ze doktadnos$¢ i1 efektywnos¢ modeli MES zalezy od
intensywnosci obu form transportu, tj. dyfuzji 1 konwekcji. Modele efektywne w sytuacjach, gdy
dominuje jedna z tych form, nie sa dobrym wyborem, gdy drugi z mechanizmoéw przewaza.
Dotyczy to w szczegolnosci wyboru formy macierzy pojemnosci i krokow przestrzenno-
czasowego podziatu. Zatem inny powinien by¢ wybor w problemach dominujacej konwekcji, inny
gdy dominuje dyfuzja. Tymczasem, w realnych zagadnieniach ruchu plynu i wymiany ciepla
wystepuje sprzezony transport konwekcyjno- dyfuzyjny, a intensywnos¢ tych form zmienia si¢ w
obszarze 1 w czasie (np. z odlegloscia od S$cianki ograniczajace] przeplyw). Zatem, by
wykorzysta¢ wnioski z analizy bledow zachowan rozwiazan MES konieczna jest dekompozycja
operatoréw dyfuzji 1 konwekcji. Idea takiego algorytmu zostata przedstawiona w [3], gdzie
wyjsciowy problem opisany rownaniem rézniczkowym

. a@)=0] "
ot gdzie: A(®) =D A, (D) i A (D)=0 (4.29)
®(0) = @, ot
jest zastgpowany szeregiem nastepujacych po sobie probleméw
@ | A (0,)=0
(4.25)

(Dgc(O) = (Dg:r—ll
gdzie koncowe rozwigzanie poprzedniego jest poczatkowym dla nastgpnego.
Zgodnie z(4.24) i (4.25) opracowano, w ramad redizagi projektu badawczego, agorytm MES,
w ktorym roéwnanie (4.23) jest rozdzielane wzgledem fizycznych procesow, tj. konwekcji i
dyfuzji, a udziat kazdego z nich jest kolejno analizowany. W kazdym kroku czasowym At
rozwiazywany jest najpierw problem konwekcyjny

oo 0 ~
a +6xi (a,v,®)=0 (4.26)
Zastosowano tu metod¢ Taylor-Galerkina [24,25], w ktorej] wykorzystuje si¢ wyzsze pochodne
czasowego szeregu Taylora w przyblizeniu 0®/ot. Technika ta daje dobra dokladnos¢
rozwigzan MES na rzadkiej siatce podzialu, przez ograniczenie numerycznej dyssypacji i dyspersji
konwekcyjnie przenoszonego skalara na siatce [24,25,23,5] oraz eliminacj¢ przestrzennych
oscylacji 1 poprzecznej dyfuzji rozwiazania. Jej uzycie, wraz z modelem przestrzenne]
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dyskretyzacji elementami skonczonymi (réwnania (4.17-4.18)), sprowadza (4.26) do uktadu
roOwnan algebraicznych ([5,23]) o postaci

2 ON, 0N, o]
f NkN.+At al\I"vl+aN"v2 Lv,+—tv, [dQ-——L =
Q e | ox, OX, 0X, OX, At

N, oN.
‘f Nk+let ON, , V,At ON, Ly, +—Lv, [dQ-®" +(czw.b.)
Q 20X, 2 0OX, \ 0X, 0X, J

(4.27)

gdzie: (cz.w.b) oznacza catke po brzegu I' dla warunkéw brzegowych drugiego badz trzeciego
rodzaju, zas K,j=12,...N,. W celu rozwiazania tych réwnan zastosowano efektywng technike
faktoryzacji macierzy [25]. Tak obliczone przyblizone wartosci wezlowe 5?*1W nowej chwili
czasu (n+1) sa dalej uzyte jako poczatkowe w nieustalonym problemie dyfuzyjnym

obd 0 oD
o). e

J

ktory rozwiazywany jest klasyczna metoda Galerkina (4.19), z interpolacjami (4.17-4.18) 1
diagonalnym modelem macierzy pojemnosci [22,23] oraz niejawnym schematem Eulera w czasie.
Prowadzi to do ukladu réwnan algebraicznych

il AN+l ON. ON.
jaq,deQ-—q’k ! +| be M T Ny T,
Q At Q oX, OX; OX, OX,

de-@l.”*l: IQS®dQ + (czw.b)  (4.29)

ktory, ze wzgledu na symetrycznos$¢ 1 dodatnig-okreslonos$¢ jego macierzy, moze by¢ rozwiazany
efektywna technikq iteracyjna — w opracowanym programie zastosowano metod¢ gradientow
sprzezonych, ze wstgpnym uwarunkowaniem SOR [23].

Opisany powyzej algorytm uzyto kolejno do rozwiazania réwnan (4.1) dla skladowych pedu,
gdzie: ®=v;; a, =p; by =p; S; =-0p/ox; +S, +pgB;, oraz réwnania energii (4.1), gdzie:
®=H,; a, =p; b, =A/Cp, i potaczono z metoda rzutu Chorina ,w celu rozlaczenia obliczen pol
predkosci i ci$nienia.

Algorytm linearyzacji réwnania energii

Nieliniowo$¢ réwnania energii (trzecie z rownan uktadu (4.1)) wynika z temperaturowe;j
zaleznosci entalpii catkowitej H oraz wlasnosci termofizycznych w obszarze ciecz-faza stata. Jego
linearyzacj¢ przeprowadzono przez zastosowanie w kazdym kroku czasowym procedury
iteracyjnej, zaproponowane] w [15]. Jej algorytm jest nastgpujacy:

Dla znanej zalezno$ci entalpia-temperatura H(T) i znanej temperatury T" w poprzednig)

m-tg iteragi, przy T°=T", gdzie T"jest koncowym przyblizeniem w poprzednim kroku

czasowym

1. obliczane sa macierze K§(T™)i C,,(T™) ukladu (4.20)

2. nieznana, biezaca iteracje (m+1) catkowitej entalpii wtasciwej H]"™ w k-tym wezle siatki
wyznacza si¢ przez jej rozwinigcie w szereg Taylora wzgledem poprzedniego przyblizenia
H}', to znaczy

Hkm“:H;u(de
ar

j (T =T przy T =H7(HY) (4.30)
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co prowadzi do Zzlineayzowang formy rownania eergii (4.20). W przypadku
zastosowania jawno-nigjawvnego schematu Adamsa-Bashfortha-Eulera przybiera ona

postac
1 dH 1 dH
K;’.(Tm)+—CH(Tm)-(—) )-Tm”:—CH(Tm)-[H”—Hm+(—) .Tm)+
( At at ), At 3 1 dT ) (431
P BKa0) H SR

natomiast, gdy algorytm rozwigzania oparty jest na technice rozdzialu operatoréw konwekcji i
dyfuzji i niggawnym schemade Eulera, wowczas zlineayzowane réwnanie energii

[Ki(Tm)+icH(Tm)-(d—H) )-Tmﬂ = icH(Tm)-[H” —H"™ +(d—Hj -Tm)+
At dT J,, At dT J,, (4.32)
Fr =K (VT H
jest rozwiazywane w dwoch kolejno nastgpujacych po sobie etapach (4.26-4.29).

3. u
zyskane z tych rownan nowe przyblizenie pola temperatury T,"*jest wykorzystywane do
obliczenianowsj iteragi entalpii H;"* z (4.30).

4. proces powtarzany jest tak dlugo, az réznica dwodch kolejnych przyblizen entalpii jest

mniejszaod zadangj tolerancji €,,, tzn.: max(abs((Him+l - Hi’“)/ Him)) <g,.

4.3 Weryfikacja dokladno$ci modelu numerycznego

Przedmiotem tej analizy jest odpowiedZz na pytanie: jak dobrze opisane powyzej modele
numeryczne przyblizaja dyskretyzowane rownania modelu ciagltego (4.1). Oceny takiej dokonano
przez poréwnanie ich rozwigzan z innymi, dostgpnymi w literaturze, rozwigzaniami analitycznymi
lub rnumerycznymi dla pewnych wzorcowych probleméw, tak zwanych “benchmarkéw”,
powszechnie uznawanych za wymagajace testy doktadnosci modeli przyblizonych.
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Re =100
eady—state

Streamlines Pressure contours Streamlines Pressure contours
(lein.:'o-O88) (‘Pmin_:—0.103)
Re = 1000

Seady-dtate

Streamlines Pressure contours Streamlines Pressure contours
(‘Pmin_:-0.0QZ) (lein.:'o-118)

Re = 5000
Dimensionlesstime = 8.0 Seady-dtate

-

3

Streamlines Pressure contours Streamlines Pressure contours
(Wrin=-0.076) (Win=-0.120)

Rys. 4.1. Linie pradu i kontury ci$nienia w poczatkowych czasach i w ustanie ustalonym
dla przepltywu ptynu lepkiego w kanale

Pierwszym analizowanym problemem wzorcowym byt przeptyw recyrkulacyjny w kanale o
przekroju kwadratowym, wypelnionym lepkim, niescisliwym ptynem, wywolany ruchem gornej
powierzchni kanatu przesuwajacej si¢ poziomo ze stalg predkoscia U. Obliczenia przeprowadzono
metoda Projection 1 dla dwoch réznych siatek elementow skonczonych 1 roznych wartosci liczby
Reynoldsa, Re=10%,10%5.10°, zdefiniowang jako Re=UpL /u,, gdzie L_ jest wysokoscia
kanatu. Pierwsza siatka sktadata si¢ z 30*30 4-ro weztowych elementow, w ktorych pola cisnienia
1 predkosci interpolowano dwuliniowymi wielomianami Lagrange’a (interpolacja jednakowego
stopnia). Podzial byt nierownomierny, zageszczony w poblizu $cianek kanalu. W drugim
przypadku uzyto siatki 15*15 9-cio —weztowych elementow, w ktorych pole predkosci
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interpolowano dwu-parabolicznymi wielomianami Lagrange’a [22], za$ ci$nienie wielomianami
dwuliniowymi (interpolacja nigjednakowego stopnia). Dla Re=5-10° zageszczono podziat
obszaru — w pierwszym przypadku byla to siatka 50*50 elementow 4-ro wezlowych, w drugim
25%25 9-cio weztowych. Uzyskane pola linii pradu i konturow statego ci$nienia przedstawiono na
rys.4.1 dla wybranych czasow poczatkowych 1 w stanie ustalonym. Uzywany na rys.4.1 czas

bezwymiarowy zdefiniowany byl jako t=Ut/L_ = (u, Re)t/ (pLZC). Rozwiazania uzyskane na

obu siatkach sg graficznie nierozroznialne. Nie obserwuje si¢ tez niefizycznych przebiegow linii
statego cisnienia. Oznacza to, ze, w algorytmie metody Chorina (Projection_1) [1,2] mozliwe jest
uzycie interpolacji tego samego stopnia, to znaczy mozliwe jest obej$cie warunku stabilnosci
Babuski-Brezziego [22]. Taka interpolacja znacznie przyspiesza obliczenia, gdyz wykorzystuje
wielomiany nizszego stopnia (takie same dla ci$nienia i predkosci) i prowadzi do macierzy o
znacznie rzadsze] strukturze. Powyzszy wniosek pozostaje jednak prawdziwy przy kroku
czasowym At ograniczonym od dotu, tzn. nie moze by¢ on zbyt maly [27]. Obliczone pola
predkosci i cisnien sa w bardzo dobre] zgodnosci z wynikami prezentowanymi w innych
publikacjach [4,28]. Potwierdzaja to przedstawione na rys.4.2 i w Tablicy 4.1 poréwnanie
wlasnych obliczen z wynikami Ghia et. al [29] dla ustalonych profili predkosci wzdhuz poziome; i
pionowej linii centralnej przekroju kanalu oraz dla wartosci funkcji pradu ¥, w epicentrum

glownego wiru.

1.0

Re =100

Re = 1000
Re = 5000

y-coordinate and vertical velocity

N hin At Al T121
[ J

Ghiaet al. [29]
|

-1.0 x-coordinate and horizontal velocity 1.0

-1.0

Rys.4.2. Profile predkosci poziomej i pionowej wzdluz sSrodkowych kanalu dla réznych Re

Tabela 1. Ekstremalne wartosci funkcji pradu dla gléownego wiru

Re=10" Re=10° Re=5.10°
Opracowany model -0.103 -0.119 -0.119
Ramaswamy et al. [28] -0.103 -0.118 -0.117
Ghiaet al. [29] -0.103 -0.118 -0.119
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W celu weryfikacji modelu MES 1 jego algorytmu dla bardziej zlozonego przypadku, tj.
wzajemnie powiazanych wymiany ciepta i ruchu ptynu, rozwiazano problem laminarnej konwekcji
swobodnej w kanale o przekroju kwadratowym dla réznych liczb Rayleigha, zdefiniowanych jako

Ra=(gB:L%(T, - T.)p%c, )/ ().

Wmin=-29.8, Ay=2.0

Ymin=-9.963, Ay=0.5 Wmin=-17.42, Ay=1.0

%%%

— = = —

Prnin=-9.4E3, Prmac=3.75E3 Prnin=-9.5E4, Prac=1.93E4 Prnin=-9.7E5, Prmac=1.25E5

Tmin=-0.5, Tpnax=0.5, AT=0.05  Tj,=-0.5, T2=0.5, AT=0.05 T min=-0.5, Tnax=0.5, AT=0.05

Rys.4.3. Linie pradu, kontury ci$nienia i pola izoterm dla ustalonej konwekcji
swobodngj w kanale o przekroju kwadratowym

W tym powszechnie stosowanym ,benchmarku” przyjeto model Boussinesqa [18,4], tj.
zalozenie statej gestosci ptynu i liniowe] zaleznosci sit wyporu od temperatury, goérne i dolne
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scianki kanalu adiabatyczne, za$§ pionowe o stalych lecz roznych temperaturach
T, i T,.Bezwymiarowa temperatura T=(T-AT,)/(T,-T,), gdzieAT, =(T,+T,)/2,
wynosita odpowiednio :I:h =051 :I:C =-0.5. Geometryczny obszar przekroju kanatlu pokryto
nieregularng (gesciejsza w poblizu $cianek) siatka 40*40 dwuliniowych elementow skonczonych.

Uzyskane, ustalone struktury przeptywu (linie pradu), pola cis$nienia i temperatury przedstawiono
na rys.4.3. Sg one bardzo bliskie wynikom uzyskanym przez innych badaczy [4,28].

Weryfikacje¢ doktadnosci modelowania nieizotermicznej przemiany fazowe] na stale] siatce
elementow skonczonych oraz poprawnosci algorytmu obliczeniowego tej techniki dokonano
przez analizg solidyfikacji stopu Al-5%Cu o poczatkowej temperaturze 969K, tj. przegrzanego o
50K powyzej temperatury likwidusu, oraz poréwnanie uzyskanych wynikow z obliczeniami
technika bilansow elementarnych na siatce roznicowe] [28]. Przyjeto statos¢ wlasnosci
termofizycznych cieklego stopu. Podano je na rys.4.4.

1000 —
—@— NODE 2: X=Y=0.025m.
. —4&@— NODE 1: X=Y=0.010m.
TLIQ = 919K
900 —
X
= -
; TEUT = 821K
o
o)
— 800 —
<C
o
L
(a
= 4
L
l_
700 —
p. =p, = 2800kg/m®, L =3482kJ/kg
11 c,=900J/(kgK) ; ¢, =982J/(kgK)
A =200W/(mK); A, =90W/(mK)
600 T T T |
I I I I
0 10 20 30 40
TIME IN SEC.

Rys.4.4. Czasowe zmiany temperatury w wybranych punktach przekroju odlewu

Zatozono model Scheila [16] uwalniania ciepta przemiany fazowej, dany nastepujaca zaleznoscig
udziatlu objetosciowego fazy cieklej r, od temperatury stopu:
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rn=0 daT<T,,

0<1I < o daT=T,, B=-1,163
5 gdzie: <T,, =933K

h=((Ty-T)/Ty-T.) daT, <T<T, (., = 0,089

n=1 daT>T,

Rozwazono kwadratowy przekr6j odlewu o wymiarach 0,1m*0,1m, ktérego $cianki chtodzone
byly plynem o temperaturze 290K. Wspotczynnik przejmowania ciepta na tych powierzchniach
wynosit 2000W/(m°K). Ze wzgledu na symetri¢ geometrii i warunkéw wymiany ciepta obliczenia
przeprowadzono dla ¥ obszaru, przy jego podzide na 20*20 réwnomiernych elementow
dwuliniowych. Uzyskane rozwiazanie jest zgodne z zaprezentowanym w [14].

4.4 Analiza wiarygodnos$ci modelu symulacji komputerowej metoda MES

Pierwszym etapem w tworzeniu komputerowej symuladi procesdow fizycznych jest budowa
modelu matematycznego. Powinien on precyzyjnie opisywa¢ zachowanie si¢ ukladu, zachodzace
w nim zjawiska. Niestety ich zlozono$¢ uniemozliwia budowe tak wszechstronnego opisu
matematycznego, zmusza do pewnych uproszczen, pomijania mniej znaczacych efektow,
wprowadzenia zatozen. Dotycza one modelu plynu (np. niescisliwy, newtonowski), wiasnosci
termofizycznych medium (np. stale ciepta wlasciwe, stata lepkos¢, zatozone postaci funkcji
entalpia-temperatura-koncentracja) oraz zachowania uktadu i1 zachodzacych w nim procesow (np.
laminarny ruch plynu, model Boussinesqa, model medium porowatego Darcy’ego w opisie oporu
przeplywu w obszarze dwufazowym, pomijanie ruchow konwekcyjnych wywolanych réznica
gestosci fazy stalej i cieklej). Na podstawie tak stworzonego modelu matematycznego buduje si¢
nastgpnie jego odpowiednik numeryczny, przez wykorzystanie technik dyskretyzacji w przestrzeni
i w czasie. Przyblizony charakter tych metod wymaga weryfikacji doktadnosci modelu
dyskretnego przez poroOwnanie z rozwigzaniami analitycznymi lub innymi przyblizonymi, tak jak
pokazano w poprzednim punkcie tego rozdzialu. Jednakze, taka analiza, dajaca jedynie
odpowiedz na pytanie jak dobrze model dyskretny przybliza ciagly, nie jest wystarczajaca. Nalezy
jeszcze rozwia¢ watpliwosci czy przyjete uproszczenia i przyblizenia, zarobwno na etapie budowy
opisu matematycznego jak 1 tworzenia jego odpowiednika dyskretnego, nie powoduja
nadmiernych rozbieznosci migdzy wynikami symulacji komputerowej a opisywana
rzeczywistoscia. Wykorzystuje si¢ tu ,benchmarki” eksperymentalne - wyniki precyzyjnych
pomiarow wybranych zjawisk modelowych poréwnuje si¢ z obliczeniami.

W ramach realizacji czgsci eksperymentalnej projektu (rozdziat 2 opracowania) zebrano
doktadne dane o chwilowych polach predkosci i temperatury oraz ksztattach i potozeniach frontu
lodu dla zlozonego zagadnienia konwekcji swobodnej w ochladzanej (w zakresie niskich
temperatur obejmujacych punkt anomalii gestosci wody) 1 nastgpnie zamarzajace] wodzie
zamknigtej) w kuwecie szesciennej. Wyniki tych eksperymentéw wykorzystano do weryfikacji
wiarygodnosci opracowanego modelu MES symulacji komputerowej nieustalonych zjawisk
krzepnigcia i topnienia z konwekcja w fazie cieklej dla uktadow jednoskladnikowych.

Przedmiotem obliczen byly chwilowe pola temperatury i predkosci w srodkowym przekroju
kuwety pokazanym na rys. 4.5. Przeprowadzono je dla dwdch réznych przypadkéw termicznych
warunkow brzegowych. W pierwszym obszar rozwazan ograniczono do wnetrza kuwety przy
zalozeniu adiabatycznosci poziomych $cianek (wykonanych z pleksiglasu). W drugim przypadku
przeprowadzono obliczenia sprzezonej wymiany ciepla — jednoczesne] konwekcji swobodnej ze
zmiang fazy w wodzie oraz przewodzenia ciepla przez $cianki pleksiglasowe, omywane z
zewnatrz powietrzem o znanej stale] temperaturze 1 wspotczynniku przejmowania ciepta (rys.4.5).
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Woda jest plynem, ktory w niskich temperaturach (0°C+10°C) nie spelnia zatozenia
Boussinesqa o liniowej zmianie gestosci i sit wyporu z temperatura. Gesto$é wody w poblizu 4°C
jest nieliniowa funkcjg temperatury (rys.4.6). Ponadto, wystgpujaca w tej temperaturze anomalia
gestosci (zmiana znaku pochodnej) wywoluje ztozong strukture przeplywu, zawierajacq dwa wiry
konwekcyjne cyrkulujace w przeciwnych kierunkach (rozdziat 2, rys.2.10). Drugie z zalozen
modelu Boussinesqa, tj. niescisliwos¢ plynu moze by¢ jednak zaakceptowane, bowiem zmiany
gestosci wody sa mniejsze od 0,03% a wigc sa pomijalnie mate (poza cztonem sit wyporu).
Oznacza to, ze proponowany algorytm obliczeniowy (rozdziat 4.2.3), poprawny tylko dla ptynéw
niescisliwych, moze by¢ tu uzyty. Pozostale wlasnosci termofizyczne wody, takie jak lepkosc,
przewodnos¢ cieplna 1 cieplo wlasciwe sa takze funkcjami temperatury [30]. Pokazano je na
rys.4.6.

Konwekcja naturalna czystej wody

Najpierw rozwazono problem konwekcji swobodne] czyste] wody w zakresie temperatur
0°C+10°C. Poczatkowa temperatura plynu w kuwecie wynosita 10°C. Gwaltowne jej obnizenie
do 0°C na prawej bocznej sciance (rys.4.5) wywolalo powstanie termicznych sit wyporu. W
modelu obliczeniowym zatozono brak przeptywu ciepta przez poziome S$cianki naczynia
(adiabatyczno$¢, CASE 1 na rys.4.5). Wyniki obliczen, uzyskane na regularnej siatce 40x40
elementow dwuliniowych, przy wykorzystaniu algorytmu Projection 1 (rozdzial 4.2.3
opracowania), pokazano na rys. 4.7 w postaci chwilowych struktur przeptywu i p6l temperatury
dla wybranych czaséw procesu. Regularna termiczna konwekcja, charakteryzujaca si¢ duzym
pojedynczym wirem o cyrkulacji zgodnej ze wskazowkami zegara wystgpuje w poczatkowych
czasach. Ale juz po okoto 100 sekundach pojawia si¢ w prawym dolnym (zimnym) rogu duzy wir
krecacy w przeciwnym kierunku. Wskutek anomalii gestosci zimny wir porusza si¢ w gore
wzdhuz prawej $cianki. Jego oddziatywanie z cieplejszym ptynem w gornej czesci kuwety odwraca
kierunek sit wyporu, ktére wymuszaja ruch cieplejszej] wody w kierunku do dolu i do zimnej
scianki (rys.4.7). Ta cyrkulacja, ograniczona poczatkowo do niewielkiego obszaru, rosnie w
czasie, penetrujac coraz blizej srodka kuwety. W ciagu kilku minut wir ten wypycha gtowny ruch
konwekcyjny (ten zgodny ze wskazowkami zegara) w kierunku cieptej $cianki. Po okoto 20
minutach tej ,,walki” osiagany jest stan ustalony. Charakteryzuje go obecnos¢ dwoch wirdw,
gléwnego, w ktérym ogrzana woda idzie do goéry oraz mniejszego (wypelniajacego okoto 25%
kuwety), ktory przenosi do gory ptyn ochtodzony na zimnej Sciance.

Przyjete w modelu obliczeniowym zalozenie, ze dolna 1 gorna scianki kuwety sa adiabatyczne
nie jest zbyt precyzyjne. W eksperymencie bowiem, te pleksiglasowe s$cianki nie byly dobrze
izolowane termicznie. Mimo, ze strumien ciepta przeptywajacy przez nie byt duzy (mala
przewodnos¢ materialu $cianki), to mial on istotny wplyw na uzyskiwane pola temperatury i
predkosci. Wynika to z silnej zaleznosci zjawisk zachodzacych w kuwecie od termicznych
warunkow brzegowych ma jg granicac. Stwierdzono to w badaniach eksperymentalnych
(rozdziat 2). Zatem, by wprowadzi¢ do modelu obliczeniowego realistyczne warunki wymiany
ciepla na granicach analizowanej przestrzeni, rozbudowano kod numeryczny w kierunku
jednoczesne] analizy zjawisk ruchu plynu i wymiany ciepla wewnatrz kuwety oraz przewodzenia
ciepta przez jej $cianki. Na zewngtrznych powierzchniach tych brzegdw przyjeto warunek
trzeciego rodzaju ze stalym wspotczynnikiem przejmowania ciepta i stalg temperatura powietrza
omywajacego zewnetrzne powierzchnie kuwety (rys.4.5, CASE 2). Uzyskane wyniki obliczen dla
tej sprzgzone] wymiany ciepta przedstawiono na rys.4.8. Ich poréwnanie z polami funkcji pradu i
temperatury dla CASE 1 (rys.4.7) potwierdza znaczacq rolg wymiany ciepla przez powierzchnie
brzegowe. Od poczatku procesu chtodzenia zimny wir jest wyraznie mniejszy od tego, ktory
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obserwuje si¢ dla CASE 1 1 blizszy obrazom uzyskiwanym z eksperymentu (rys.4.9). To ostatnie
spostrzezenie potwierdza szczegétowe porOwnanie obliczonych 1 pomierzonych rozktadow
lokalnej predkosci pionowe] wzdluz bezwymiarowe] wspotrzednej poziomej X=x/L., gdzie L. jest
charakterystycznym wymiarem przekroju kuwety (L~0.038m). Rozktady tej predkosci w stanie
ustalonym pokazaio na rys4.10 da trzedh wybranych poziomych przekrojow kuwety
(Y=y/L~0,25;0,5;0,75). Ich wnikliwa analiza pokazuje, ze w przypadku zatozenia
adiabatycznosci Scianek pleksiglasowych obliczone predkosci odbiegaja od tych uzyskanych z
eksperymentu, zwlaszcza w centralnej czgsci analizowanego obszaru. Z drugiej strony, wyniki
obliczen sprzgzone] wymiany ciepta bardzo dobrze przystaja do rezultatéw precyzyjnych
eksperymentow (rys.4.10, rys.4.9).
Konwekcja naturalna w zamarzajqcej wodzie

W celu weryfikacji entalpowego modelu zmiany fazy w polaczeniu z algorytmem
obliczeniowym MES dla rownan ruchu ptynu i energii (Projection 2, jawno-niejawny schemat
Adamsa-Basthortha-Eulera, rozdziat 4.2.3) rozwiazano znacznie trudniejszy przypadek konwekcji
swobodne] w zamarzajacej wodzie, a wiarygodnos¢ uzyskanych wynikéw zweryfikowano przez
porownanie z rezultatami uzyskanymi na stanowisku eksperymentalnym (rozdziat 2). Koncowy,
ustalony stan z poprzednich obliczen (konwekcja bez zmiany fazy w ochtadzanej wodzie) przyjeto
za poczatkowy w chwili, gdy gwattowne obnizenie temperatury zimnej (prawej) $cianki z 0°C do
—10PC wywoluje powstawanie fazy statej (lodu) w poblizu tej powierzchni i powoduje
odpychanie dwoéch “walczacych” wiréw w kierunku goracej $cianki bocznej.

STREAMLINES

¢

Time = 100 sec. Time =500 sec. Steady state
ISOTHERMS

Time = 100 sec. Time =500 sec. Steady state
Rys.4.7. Konwekcja naturalna wody - adiabatyczne $cianki poziome kuwety (CASE 1)
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STREAMLINES

TiMmE = 100 secC. STEADY STATE

Time = 100 sec. Time = 500 sec. Steady state

Rys.4.8. Sprzezona konwekcja wody w kuwecie i przewodzenie
w $ciankach poziomych (CASE_2)

Wiyniki obliczen dla CASE 11 CASE 2 przedstawiono odpowiednio na rys.4.11 irys.4.12, w
postaci chwilowych linii pradu 1 pol temperatury z zaznaczonym potozeniem granicy woda/lod
(wyznaczanej jako krzywa, na ktore] wartos¢ catkowite] entalpii jest rowna Y% ciepta topnienia i

gdzie fi=0,5).
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Rys.4.9. Obraz ustalonego pola predkosci — poréwnanie obliczen i eksperymentu

Zimny wir lokujacy si¢ w dolnym prawym rogu kuwety odgrywa zasadnicza role w
formowaniu obszaru zamarznigte] wody. 1zoluje on w tym rejonie powierzchnie lodu od cieple;
wody. Dlatego poczatkowo ptaski front lodu deformuje si¢ w czasie procesu, zwigeksza sig ilo$¢
fazy stalej w dolnej, prawej czesci kuwety. Podobnie jak poprzednio zimny wir jest mniejszy, a
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ksztalt lodu inny w modelu sprzgzonej] wymiany ciepla (CASE 2) w porownaniu z CASE 1. W
przypadku CASE 2 wyniki obliczen sg blizsze eksperymentalnym, a struktura przeptywu
optycznie bardzo podobna do rejestrowanej technikq DPIV (rozdziat 2). Jest to widoczne na
rys.4.13 1 4.14, gdzie poréwnano lokalne rozklady pionowej sktadowej predkosci oraz ksztalty
frontu fazowego we wczesnym czasie procesu (po 500 sekundach) oraz w stanie ustalonym
(osiaganym po okoto 3000sekund).
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X -dimensionless coordinate

Whioski i uwagi koncowe

Doktadniejsza analiza rys.4.13 1 rys.4.14 pokazuje, ze mimo generalnie akceptowalnych
wynikéw symulacji numerycznej (rys.4.13), chwilowe ksztalty granicy woda-lod 1 lokalne
predkosci odbiegaja w widoczny sposob od danych eksperymentalnych, zwlaszcza w srodkowe;
czesci kuwety. Jedng z mozliwych przyczyn tych rozbieznosci moze by¢ efekt przechtodzenia
cieczy, obserwowany w eksperymencie (rozdzial 2), a nie uwzgledniony w modelu
obliczeniowym. Woda o temperaturze ponizej zera (nawet do —7°C) moze w poczatkowych
czasach procesu wypelnia¢ znaczng czes¢ objetosci kuwety (w jej gornej czesci). Ulega ona
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gwaltownemu zamarzaniu, a tak powstaly 16d w poblizu gérnego prawego naroza ulega stopieniu
na skutek omywania cieplejsza woda, niesiona przez gtowny wir konwekcyjny. Po okoto 300
sekundach procesu chlodzenia regularna (oczekiwana) propagacja frontu od s$cianki zimnej w
kierunku goracej zostaje przywrocona. To opoznienie procesu krzepnigcia rzutuje na strukture
przeptywu 1 pola temperatury, zwlaszcza we wczesnych czasach procesu. Ponadto, gdy woda
zamarza w matej objetosci kuwety obserwuje si¢ silny wplyw wilasnosci termofizycznych,
warunkéw poczatkowych 1 brzegowych na pola przeptywu 1 temperatury. Oznacza to, ze
obliczenia bardzo silnie zaleza od niedoktadnosci w dostgpnych danych termofizycznych
materiatu, wspotczynnikow wymiany ciepta na granicach, niejednorodnosci i uwarstwienia
struktury fazy statej, kontaktu termicznego na granicy 16d-zimna $cianka, etc. Pewne rozbieznosci
migdzy obliczeniami 1 pomiarami moga tez wynika¢ z ograniczenia modelu numerycznego do
dwuwymiarowe] geometrii (w eksperymencie obserwowano pewne efekty scianek bocznych) oraz
z dos¢ arbitralnie (w przypadku jednoskladnikowego medium jakim jest czysta woda)
przyjmowanych wiasnosci porowatego medium (wspdtczynnik Ko w rownaniu 4.15). Okazuje si¢
jednak, co wynika z rys.4.15, gdzie pokazano wplyw zalozonej wielkosci Ko na strukture
przeptywu w kuwecie, lokalne predkosci 1 potozenia frontu woda-l6d, ze wielkos$¢ statej
porowatosci ma niewielkie znaczenie w przypadku izotermicznej solidyfikacji wody.
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TIME = 500 SEC. TIME = 2000 seC. STEADY STATE
Rys.4.11. Konwekcja naturalna w zamarzajacej wodzie — poziome Scianki
kuwety adiabatyczne (CASE_1)

Z powyzszych rozwazan wynika, ze gdy przedmiotem analizy jest weryfikacja kodu
numerycznego przez bardzo szczegOlowe porownania lokalnych 1 chwilowych przebiegow
zmiennych fizycznych procesu z wynikami dokladnych badan eksperymentalnych, podstawowa
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sprawg jest wprowadzenie do modelu obliczeniowego wiarygodnych danych materialowych 1
warunkéw brzegowych przy ktorych realizowany jest eksperyment. Takie informacje musza by¢

zatem niezbgdng czescig skladowa ,benchmarku” eksperymentalnego stuzacego za wzorzec do
oceny wiarygodnosci kodéw symulacji komputerowe;.
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Rys.4.12. Konwekcja naturalna w zamarzajacej wodzie sprzg¢zona z przewodzeniem w
poziomych $ciankach kuwety (CASE 2)

Przedstawione porOwnania migdzy wynikami analiz eksperymentalnych i numerycznych
pokazuja, ze obliczeniowo efektywny model MES, ktérego algorytm oparty jest na metodzie
rzutu, jawno-niejawnym schemacie catkowania w czasie 1 modelu osrodka porowatego jest
wiarygodnym narzedziem ilosciowej analizy procesow przemian fazowych z konwekcja w
uktadach jednosktadnikowych. Daje on bardzo dobra zgodnos$¢ obliczen z eksperymentem w
przypadku konwekcji czystej wody. Jego doktadnos$C jest tez zadawalajaca (cho¢ nie bardzo
dobra) w symulacji procesu konwekcji swobodnej potaczonej z izotermiczng zmiang fazy czyste]
wody. Pewne, obserwowane tu, rozbieznosci moga by¢ w znacznym stopniu efektem

niedoktadnosci dostepnych danych materialowych 1 warunkow granicznych. Nie deprecjonuja
wigc one modelu obliczeniowego.

Majac powyzsze na uwadze, model MES 1 jego kod komputerowy wykorzystano dale] w
analizie numerycznej procesow przemian fazowych ciecz-ciatlo stale z konwekcja w uktadach
binarnych. Szczegotowe studia nad doktadnoscia i wiarygodnoscia tego narzedzia obliczeniowego

w przypadku ukladéw dwuskladnikowych jest trudne ze wzgledu na brak odpowiednich
teoretycznych lub eksperymentalnych wzorcow (,,benchmarks”’).
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Rys.4.13. Rozklad pionowej sktadowej predkosci wzdluz osi poziomej kuwety w jej trzech
przekrojach — poréwnanie obliczen i eksperymentu dla zamarzajace] wody

101



1.0

0.9 -

0.8

0.7

0.6

0.4 -

Y - dimensionless coordinate
o
($2])
L

0.2

0.0 -

| |
| TIME = 3000 sec.. |
i —@)— EXPERIMENT

|

1 |

\ \

1 1
055 0.60 065 0.70 0.75 0.80 0.85 0.90 0.95

X - dimensionless coordinate

Rys.4.14. Chwilowe potozenia frontu woda/lod — poréwnanie obliczen i eksperymentu

C=1.6E

W

Rys.4.15a. Wplyw stalej porowatosci C na strukturg przeptywu w cieczy i pole
temperatury w lodzie w izotermicznym procesie zamarzania wody
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Rys.4.15b Wplyw statej porowatosci na pole predkosci, polozenie i kszalt frontu fazowego w
izotermicznym procesie zamarzaniawody, C=C_COEF=1/K,

4.5 Numeryczna analiza anizotropii wlasnosci obszaru dendrytycznego
w solidyfikacji binarnych roztwordéw rozcienczonych

Izobaryczna solidyfikacja uktadu binarnego przebiega w skonczonym przedziale temperatur (w
odroznieniu od iztermicznej zmiany fazy substancji jednosktadnikowej), co powoduje
powstawanie obszaru dwufazowego rozdzielajacego ciecz od ciala stalego. W rejonie
dwufazowym (mushy zone) faza stala formuje si¢ najczescie] w postaci geste] krystaliczne]
osnowy o bardzo zlozone] naturze, w ktore] preferowane mechanizmy i wyselekcjonowane
kierunki wzrostu struktury zaleza od lokalnej temperatury i skladu. Ponadto, poniewaz proces
uwalniania ciepta przemiany fazowej zachodzi na mikro-powierzchniach rozdziatu faz, transport
energii zalezy od zlozonej morfologii tych wspolnych granic. Dodatkowa komplikacja jest silna
zaleznos$¢ przebiegu procesu solidyfikacji od ruchu plynu zaréwno w strefie cieczy jak 1 w
obszarze wspolistnienia dwoch faz. W tym ostatnim wlasnosci termodynamiczne nie sg state, lecz
zmieniaja si¢ w sposob ciagly ze zmiang lokalnego skladu i temperatury. Ponadto, silnie
kierunkowa natura tworzacych si¢ struktur dendrytycznych prowadzi do anizotropii oporéw
przeplywu i wlasnosci termicznych obszaru dwufazowego. Dla duzych udziatow objetosciowych
fazy ciektej przeptywowi wzdluz gléwnych kierunkow wzrostu dendrytow towarzyszy przeptyw
normalny. Powoduje to spadek ci$nienia wigkszy niz przewidywany w powszechnie stosowanym
modelu Blake-Kozeny’ego. Poirier [21] pokazal, ze przepuszczalnos¢, cecha medium porowatego
charakteryzujaca jego opdr przeptywu, rozni si¢ znacznie na kierunkach réwnolegltych 1
normalnych do kierunku pierwotnych dendrytéw. Nalezy tez oczekiwac, ze silnie kierunkowa
morfologia obszaru dendrytycznego moze wplywal na proces transportu ciepla w tym
dwufazowym rejonie, ze pojawic si¢ moze anizotropia przewodnosci cieplnej i dyspersja.

W poprawnym opisie matematycznym i jego odpowiedniku numerycznym efekty te powinny
by¢ uwzglednione, by nie zatraci¢ fizyki ztozonych proceséw transportu w obszarze
dwufazowym. Tymczasem aspekty te majq jak dotychczas bardzo skromng literature. Problem
silnej kierunkowosci przepuszczalnosci osrodka porowatego rozwazany byt jedynie w kilku
pracach [17,20,21]. Natomiast, nie s3 znane autorom projektu publikacje dotyczace wplywu
anizotropii przewodnosci cieplnej 1 termicznej dyspersji na procesy transportu ciepta w obszarze
dendrytycznym.
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Dlatego, w celu przebadania ich wplywu na przebieg solidyfikacji roztworu
dwuskladnikowego, przeprowadzono analiz¢ numeryczna, z wykorzystaniem opracowanego
modelu MES, dla dwoch rozcienczonych roztworéw wody 1 chlorku amonu — mieszaniny ktora
krzepnie tworzac, podobnie jak stopy metali, dwufazowy obszar o charakterze dendrytycznym.

M odel matematyczny i numeryczny

W poszukiwaniu odpowiedzi na pytanie czy anizotropia oporow przeptywu 1 wlasnosci
termicznych obszau dwufazowego jest istotnym parametrem w andlizie procesu solidyfikagi,
przyjeto nastepujace zalozenia

e plyn jest newtonowski i niescisliwy a przeptyw laminarny

e obowiazuje model Boussinesqa dla konwekcji swobodnej, tzn. liniowa zaleznos$¢ sit

wyporu od temperatury (rownanie 4.13) 1 stata ggstos$¢ czynnika

e pomija si¢ transport substancji rozpuszczonej 1 sity wyporu pochodzace od gradientu

stezen. W ogdlnym przypadku zjawiska te mogg istotnie wplywac na procesy przeplywowe
1 wymian¢ ciepta w obszarze dwufazowym. Ich rola jest jednak znacznie mniejsza w
roztworach rozcienczonych, gdzie koncentracja substancji rozpuszczonej jest bardzo mata.

e rozwaza si¢ tylko roztwory rozcienczone dla ktérych przyjmuje sig, ze entalpia 1 wlasnosci

termiczne sa tylko funkcja temperatury

o obsza dendrytyczny traktowany jest jako porowate medium

e faza stala nie ulega deformacjom, nie ma w niej naprezen wewngtrznych a brzegi

analizowanego obszaru sg nieprzepuszczalne. Prowadzi to do zalozenia jednakowych
gestosci w obu fazach

o faza stala jest stacjonarna, tzn. (v,). =0.

Przy tych zalozeniach model matematyczny dany jest trzema pierwszymi rownaniami uktadu (4.1)
oraz zwiazkami (4.3), (4.13) z B, =0 1 (4.15). Odpowiadajace mu réwnania analogu dyskretnego

MES, opartego na metodzie reszt wazonych Galerkina (4.19) oraz jawno-niejawnym schemacie
Adamsa-Bashfortha-Eulera to pierwsze trzy rownania (4.21) . W ich rozwiazaniu wykorzystano
metodg rzutu (4.22) oraz algorytm linearyzacji rGwnania energii (4.30+4.31).

Wilasnosci obszaru dwufazowego

Zgodnie z powyzszym zalozeniem ggsto$¢ w obszarze dwufazowym jest stala p=p, =p..
Przepuszczalnos¢ 1 przewodnos$¢ termiczna roztworu zalezg od lokalnej kierunkowej struktury
dendrytycznegj, co prowadzi do ich anizotropii.

Poirier [21] pokazal, ze wielko$¢ oporu przeptywu moze by¢ o rzedy rézna w kierunku
wzrostu dendrytéw 1 prostopadle do tego kierunku. Modelujac strukture dendrytyczng jako zbior
cienkich walcéw oraz wykorzystujagc model przeptywu w porowatym medium Blake-Kozenego,
otrzymal on nastgpujace wyrazenia na przepuszczalnos¢ wzdtuz dendrytéw 1 prostopadle do nich

— mr.I3 . _ mr.I3

I (1_ r )2 ! KL (1_ r.I)3/4 (433)
gdzie m jest parametrem zaleznym od morfologii obszaru dwufazowego. Wyznacza si¢ go na
podstawie analizy geometrii pierwotnych i wtérnych dendrytéw (ich podziatki) [21]. Powszechnie
przyjmuje si¢, ze dendryty rosng wzdluz normalnej do izotermy przechodzace] w danej chwili
przez rozwazany punkt obszaru [16,20,21]. W obliczeniach zaproponowano model w ktoérym
podstawowy kierunek wzrostu dendrytu jest wzdluz normalnej do izotermy likwidusa (rys.4.16).
Okresla si¢ go w momencie gdy izoterma likmdusa przedodzi przez rozpatrywany punkt i
utrzymuje tak dlugo, az pojawi si¢ w tym miejscu izoterma solidusa. W ten sposob lokalny
kierunek wzrostu nie ulega zmianie w czasie pomigdzy przejsciem obu wspomnianych izoterm,

104



przyrasta za$ udziat fazy stalej. Skltadowe odwrotnosci tensora przepuszczalnosci przyjmuja
postac

KL= %[(Kul + K+ Ky = K ) cos(2y)]
1

-1 -1 -1 -1\ g ; . _ oT/oy
Ka=K,i= E(KL ~K;)sin(2y) gdzie (rys.4.16); tg(y) = (aT/aijL (4.34)

2 e, et 1 -1
KW:E[(K" + K= (K = K ) cos(2y)]

\« " |7

o =( 212 =
1= 5T 1ax T,

Rys.4.16. Gtowne kierunki wzrostu dendrytéw 1 oporéw przeptywu

Przewodnos$¢ cieplng w obszarze dwufazowym mozna wyrazi¢ jako sum¢ dwoch sktadowych
Ao =A2+2l (4.35)
gdzie: 2% and A% sa odpowiednio cztonami statycznym i dyspersyjnym.

Trzy rozne modele statycznej przewodnosci cieplnej zostang dalej przedyskutowane.
Pierwszym, oznaczaoym przezModel 1, jest model mieszaniny (4.12), w ktérym

AL = (1-)A 1A (4.36)
Jest on stosowany w modelu izotropowej przewodnosci cieplnej (rys.4.17), gdzie powszechnie
zaklada si¢, ze (4.36) obowiazuje na obu wzajemnie prostopadtych kierunkach [6,7,20].
Tymczasem z teorii heterogenicznych mediow porowatych wiadomo, ze (4.36) jest prawdziwe na
obu kierunkach tylko w szczeyolnych przypadkach [31] konfiguragi warstwowych lub
sktadajacych si¢ z wiazek wspotkierunkowych cylindrow, tj. wtedy gdy dominuje przeptyw ciepta
wzdhuz warstw lub osi cylindrow.

Rys.4.17. | zotropowy model mieszaniny

Dendrytyczna solidyfikacja prowadzi do kierunkowej struktury. Zasadne wigc wydaje si¢
zastosowanie modelu anizotropowej przewodnosci (rys.4.18), oznaczanego dalej Model 2, gdzie
sktadowe tensora maja postac:
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20, = %[(;\" #2,)+ (2. ) cos(2y)]

1 .
Wy =2 = E(k" ~1, )sin(2y) (4.37)

1
0o _
20, = E[(;\" +a,)- (A —M)cos(Zy)]
Przewodno$¢ réwnolegla do glownego kierunku wzrostu dendrytow dana jest przez
Ay =Q-r)A+n (4.39)
za$ przewodno$¢ w kierunku normalnym okreslana jest z dolnego ograniczenia Wienera dla
przewodnosci materiatu heterogenicznego [32]

1-r 1
A, =—L 4L 4.39
Y (4.39)

S

Rys.4.18. Anizotropowy model
przewodnosci w obszarze

dendrytycznym

By uwzgledni¢ mniej regularng strukture, gdy dendryty rosng wzdluz réznych kierunkow (co
symbolicznie pokazano na rys.4.19), proponuje si¢ izotropowy model usrednionej, efektywnej
przewodnosci (Model 3), gdzie

k" =(1-r)A 4+ A,

1-r
_— Lyl 4.40
WY (4.40)

7»%:1/7»"-%

Ll
1M Rys.4.19. Model izotropowego materiatu
QZFTHI’YCZHQO

Termiczna dysperga jest efektem dwoch medhanizméw [31,32], tj.: mieszania lokalnych
strumieni plynu, gdy przeptywa on kreta drogg wokol dendrytow oraz zwigkszeniem wzajemnego
oddzialywania termicznego cialo state-ciecz na skutek wzrostu lokalnego gradientu temperatury
wywotanego ruchem ptynu. Efekt dyspersji termicznej uwzglednia si¢ w modelu matematycznym
przez wprowadzenie dodatkowego czlonu (patrz 4.35) w roOwnaniu energii, zaleznego od lokalne;
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predkosci ptynu. Ten czlon jest tensorem, gdyz dyspersja jest zjawiskiem o charakterze
kierunkowym [31]. Skladowe dyspersyjnej czgsci tensora przewodnosci definiuje si¢ jako

V.,V

Ao =21 + (4] "“‘UW
v,V

= =B (e
v,V

Ay =A% +(A] -7 |\y/|2y

gdzie |v|= Vi +V;

Osie gléwne tensora X‘?j sq okreslone przez kierunek wektora lokalnej predkosci plynu

% (VX,Vy). Gdy dominujacym mechanizmem jest mieszanie strumieni ptynu wowczas k‘ﬁ i A7

mozna wyznaczy¢ z

% =(p.c.)elv[d (4.42)
de - (pLCL )CL |V|d

gdzie ¢; i c, sa funkcjami udziatu objetosciowego fazy ciektej r i morfologii porowatego medium,

za$ d jest srednim wymiarem poréw (gtowng podziatka struktury dendrytow). Zgodnie z [33]
oraz wzorem (4.33) parametry te mozna obliczy¢ jako

c, =03718(1- f)>*™
c,=4c, (4.43)

d= \/80m1f—f

Entalpia mieszaniny obu faz okreslona jest rownaniem (4.6). By je wykorzysta¢ konieczny jest
jednak zwigzek migdzy udzialem fazy cieklej, temperatura 1 koncentracja. W analizowanym
uproszczonym przypadku roztworow rozcienczonych, gdzie zmiany koncentracji sg pomijalne a
wykres fazowy nie moze by¢ uzyty, konieczne jest dodatkowe zalozenie charakteru
temperaturowej zaleznosci entalpii catkowitej (lub udziatu objetosciowego fazy cieklej). Przyjeto
wigc stato$¢ ciepta wlasciwego obu faz 1 liniowa zmiennos$¢ entalpii z temperaturag w waskim
zakresie temperatur miedzy krzywymi likwidusa i solidusa rozcienczonego roztworu (rys.4.20).
Zatem catkowita entalpia (na m®) dana jest wzorem(4.6) za$ entalpie wiasciwe (na kg)
poszczegblnych faz oblicza si¢ [7,20]

Hg=cgT
(4.44)
H, =csT+L(T)
gdzie cieplo solidyfikacji jest funkcja temperatury
L(T) = L(Ts)+(CL _CS)(T_TS) (4.45)
Z (4.6) oraz (4.44) i (4.45)
H(T)=(1-1)esT+n(csT+L(Te)+(c, —cs)(T-Tg)) (4.46)

Wykorzystujac zalozong liniowa zalezno$s¢ H od T po lewej stronie powyzszego wzoru mozna
obliczy¢ nieznany udzial objetosciowy fazy ciekle r; dla biezacej temperatury T.
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Wiyniki obliczen i dyskusja

Przedstawione powyze] modele oporow przeplywu 1 wspolczynnikow wymiany ciepta w
obszarze dwufazowym zostaly wprowadzone do kodu symulacji komputerowej, ktory
wykorzystano nastgpnie by odpowiedzie¢ na pytanie jak anizotropia tego obszaru wplywa na pola
predkosci 1 temperatury w procesie solidyfikacji.

Obliczenia przeprowadzono dla dwoch przyktadowych uktadow dwusktadnikowych. Byly to
dwa rézne cieklte roztwory rozcienczone chlorku amonu i wody krzepnace w kanale o przekroju
kwadratowym. Zatozono adiabatyczno$¢ gornej 1 dolnej $cianki kanalu oraz znane stale
temperatury na $ciankach pionowych: Ty na prawej (goracej) rowne wartosci poczatkowej T
oraz Tc na lewej (zimnej). Gwattowny spadek temperatury na tej powierzchni od poczatkowe]
wartosci Ti do Tc powoduje, ze w jej okolicy startuje proces solidyfikacji roztworu.

Najpierw rozwazono roztwor wodny zawierajacy 4% chlorku amonu (znacznie mniej niz
koncentraga eutektyki C.=20%), dla ktérego temperatura likwidusa T, =270K, zas

temperatura solidusa rowna jest eutektyczng (rys.4.20) i wynos Ty =T, =2576K. Goraca
$cianka utrzymywana byla w T, =T, = 285K, za$ temperatura zimnej spadta gwattownie od T, do
T. =260K , wartosci nieco ponizej temperatury eutektyki.

CASE 2

T,=600K 630K
T.=580K

T<=550K

CASE 1
I— T <=500K

. T.=285K |

273K
T, =270K
H,0 |

T=260K Te=257,6K I

l
T
l

|
4%  Ce=20% 96%

Rys.4.20. Wykres fazowy NCH,CL+H,0 z zanaczonymi charakterystycznymi temperaturami
dla dwoch analizowanych przypadkéw roztwordéw rozcienczonych

W tym przypadku zatem, oznaczanym dalej] CASE 1 (rys.4.20), nie wystgpowal obszar fazy statej
ajedynie obszay ciecz i dwufazowy.

W drugim przypadku przeprowadzono obliczenia dla roztworu zawierajacego 96% chlorku
amonu, dla ktorego T, =580K, zas T,=550K. Goraca scianka byla utrzymywana w
temperaturze T, =T, =600K, zas T.=500K <T,. W tg sytuagi, oznaczanej daleg CASE_2
(rys.4.20), mozna wyr6zni¢ wszystkie trzy obszary, tj. cieczy, fazy stalej oraz obszar
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wspotistnienia obu faz. Charakterystyczne temperatury dla obu tych przypadkow pokazano na
wykresie fazowym roztworu (rys.4.20), za$§ odpowiednie wlasnosci termofizyczne zebrano w
Tablicy 4.2 dla obu roztworoéw rozcienczonych. Warto§¢ parametru m, wystgpujacego we

wzorach (4.33) i (4.43), przyjeto z pracy [33] rowna 556-10 ' n.

Tablica 4.2 Termofizyczne wlasnosci analizowanych roztworow

CASE_1 CASE_2

p, =ps=1016 kg/ m®
C, =4187kJ/(kgK)
C,s = 1567 kJ/ (kgK)
A, =0582W/(mK)
Ag =2500W/(mK)

p, =ps=1078kg/ m’
C,. = 3.249kJ/ (kgK)
C,s = 1870kJ/ (kgK)
A, =0486W/(mK)
Ag =0393W/(mK)

L = 318kJ/ kg L =307kJ/kg

W celu oceny znaczenia anizotropowego charakteru oporow przeptywu w obszarze dwufazowym
porownano wyniki obliczen procesu solidyfikacji rozcienczonych roztworéow chlorku amonu 1
wody dla anizotropowe] przepuszczalnosci, opisane] zwiazkami (4.33) i (4.34), z rezultatami
uzyskanymi dla modelu izotropowego K,, =K, =K, K, =K, =0, gdzie K dane jest wzorem

(433). W obu przypadkach zastosowano izotropowy model usrednionej efektywne]
przewodnosci cieplnej (4.40) oraz pominigto dyspersj¢ termiczna. Na rys.4.21 1 rys.4.22
przedstawiono chwilowe struktury przeplywu (w postaci pol linii pradu), ksztatty obszaru
dwufazowego (ograniczonego przez izotermy solidusa i likwidusa) oraz linie stalych wartosci
udziatlu objetosciowego fazy cieklej, odpowiednio dla CASE 1 i CASE 2. Dodatkowo, na
rys.4.23 porownano ewolucje uktadu dwufazowego w czasie dla obu modeli przepuszczalnosci
obszaru dendrytycznego. Zestawienie uzyskanych wynikéw potwierdza istotna role efektu
anizotropii oporow przeptywu w of$rodku dwufazowym na jego chwilowe ksztalty, w
szczegOlnosci na przebieg granicy miedzy tym obszarem a rejonem cieczy. Anizotropia
przepuszczalnosci powoduje mniejsze zakrzywienie tej granicy, zwlaszcza w dolnej czgsci kanatu
(rys.4.21, rys.4.22, rys.4.23). Natomiast jej wptyw na ksztalt linii temperatury solidusa —granicy
migdzy obszarem dwufazowym i fazg stalq — jest niewielki (rys.4.22 i CASE 2 na rys.4.23). Na
rys.4.24 i rys.4.25 pokazano rozktady udzialu objetosciowego cieczy oraz pionowe] skladowe]
predkosci dla trzech wybranych przekrojow poziomych obszaru dendrytycznego, tj. w jedne]
czwarte], potowie 1 trzech czwartych wysokosci kanalu. Predko$¢ w tym obszarze jest znacznie
mniejsza dla przypadku anizotropowego. Wynika to z faktu, ze przepuszczalnos$¢ osrodka wzdhiz
izoterm, tj. przyblizonych kierunkow przeptywu, jest znacznie mniejsza (patrz zwiazki (4.33)) niz
w przypadku izotropowym, gdzie na wszystkich kierunkach obowiazuje pierwszy ze zwiazkow
(4.33

Whnikliwa aaliza rozwoju frontow solidyfikadi (rys.4.21+4.23) pokazuje tez role ruchow
konwekcyjnych w przebiegu tego procesu w ukladach dwuskladnikowych. We wczesnych
czasadh solidyfikagi, gdy dominuje przewodzenie, krzywizna linii likwidusa jest niewielka
Jednakze w dalszych czasach procesu, gdy rozwija si¢ konwekcja naturalna w obszarach fazy
ciektej i dwufazowym, linia rozdzialu tych dwoch obszarow (linia temperatury likwidusa) silnie sig
zakrzywia. Natomiast granica migdzy faza stala 1 obszarem dendrytycznym (linia temperatury
solidusa) pozostaje ptaska wobec niewielkich predkosci ptynu w okolicach tej powierzchni. W



konsekwencji, konwekcja ptynu, wywolujaca szybszy ruch linii temperatury likmidusa, znacznie
zwigksza wymiary obszaru dwufazowego.
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Rys. 4.21. Linie pradu (ciagte)i linie stalych wartosci udzialu objetosciowego cieczy
(przerywane) w wybranych czasach solidyfikacji 5% wodnego roztworu chlorku amonu
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TIME = 100s

s ﬂu |
7
\ 11
(NI}
IIIII 1 H

i
IIIIII‘

TIME = 500s

1@
(KIS

\ '
net KN
IIIIII 1 H 1

TIME = 1500s

Rys. 4.22. Linie pradu (ciagte)i linie stalych wartosci udziatu objetosciowego cieczy
(przerywane) w wybranych czasach solidyfikacji 95% roztworu chlorku amonu i wody
obowiazuje na wszystkich kierunkach). Tym tez nalezy ttumaczy¢ mniejsze zakrzywienie
granic anizotropowego obszaru dwufazowego.
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Rys.4.23. Chwilowe ksztalty obszaru dwufazowego — poréwnanie izotropowego
1 anizotropowego modelu przepuszczalnosci: CASE 1 — gérny wiersz,
CASE_2 — ablny wiersz
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Rys.4.24. Ustalone rozktady normalnej sktadowej predkosci i porowatosci dla trzech
wybranych przekrojéw poziomych obszaru dendrytycznego w procesie
solidyfikagi 5% wodnego roztworu chlorku amonu

Dalsze badania dotyczyly doboru statycznej przewodnosci cieplnej obszaru dwufazowego.
Najpierw porownano wyniki obliczen, dla obu rozwazanych roztworéw, otrzymane z
izotropowego modelu mieszaniny (Model 1) i w pelni anizotropowego modelu przewodnosci
(Model 2). Uzyskane pola temperatury byly badzo podobne — graficznie nierozrdznialne.
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Rys.4.25. Ustalone rozktady normalnej sktadowej predkosci 1 porowatosci dla trzech
wybranych przekrojéw poziomych obszaru dendrytycznego w procesie
solidyfikagi 95% roztworu chlorku amonu i wody

Dowodzi to, ze w analizowanych roztworach dominowato przewodzenie wzdluz gléwnych
kierunkéw wzrostu dendrytow, ze przewodzenie prostopadle do tego kierunku ma niewielki
wplyw — nie jest wigc istotny sposob jego modelowania. Nastepnie, by odpowiedzie¢ na pytanie
jaki jest wptyw struktury obszaru dendrytycznego na pole temperatury, przeprowadzono podobne
obliczenia z wykorzystaniem izotropowego modelu usrednionej efektywnej przewodnosci
termicznej (Model 3), ktory moze by¢ stosowany w sytuacjach, gdy obszar dwufazowy nie ma
wyraznie wyrédznionych kierunkéw (Model 3 — model symetrycznego obszaru, rys.4.19).
Uzyskane wyniki poréwnano z obliczeniami dla anizotropowej przewodnosci (Model 2). W
przypadku 95% roztworu chlorku amonu i wody (CASE 2), gdzie substancja rozpuszczona jest
woda arozpuszczdnikiem NCH,4CI, przewodnosci fazy stalej i cieklej sq porownywalne, bowiem
A /A =084 (prawa kolumna Tablicy 4.2). Uzyskane tu pola temperatury sa graficznie prawie
nierozroznialne — oba modele, tj. Model 3 i Model 2 nie wykazuja widocznych roznic. Jednakze
w przypadku 5% roztworu chlorku amonu w wodzie, gdy przewodnos$¢ fazy stalej jest ponad
czterokrotnie wyzsza niz fazy ciektej (lewa kolumna Tablicy 4.2), przebiegi linii statej temperatury
zaleza od wybranego modelu przewodnosci w obszarze dendrytycznym. Jest to widoczne na
rys.4.26, gdzie poréwnano Model 2 i Modd 3 da izotropoweg i anizotropowe
przepuszczalnosci obszaru dwufazowego krzepnacego 5% roztworu chlorku amonu w wodzie
(CASE_1).

W celu zbadania wpltywu dyspersji termiczne] na zachowanie si¢ roztworu rozpuszczonego w
procesie jego solidyfikacji, wykorzystano zwiazki (4.35), (4.41) do (4.43). Obliczenia
przeprowadzono dla obu rozwazanych mieszanin wody 1 chlorku amonu. Okazato si¢, ze we
wszystkich analizowanych przypadkach zjawisko dyspersji termicznej nie mialo widocznego
wplywu na uzyskane pola predkosci 1 temperatury. Uzasadni¢ to mozna w nastgpujacy sposob.

Dyspersyjny czton przewodnosci cieplnej zalezy od porowatosci (udziatu objetosciowego fazy
cieklej, r)) oraz modutu lokalnej predkosci (wzory (4.42) 1 (4.43)). Zalezno$¢ ta moze byc

zapisana w postad A ~ F(r,)v|, gdzie F(r)=r/(1-r)"“". Funkda F(r,)ma maksmum dia
r=0,412.
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Rys.4.26. Poroéwnanie ustalonych pdl temperatury dla modeli: anizotropowej (linia ciagla)
1 usrednionej izotropowe;j (linia przerywana) przewodnosci termicznej dendrytycznego
obszaru o anizotropowej (lewy rysunek) i izotropowej (prawy rysunek) przepuszczalnosci
w procesie solidyfikagi 5% roztworu NCH,Cl w wodzie

Z drugiej strony, dla rozwazanych roztworéw NCH4Cl+H,0, gdzie parametr m jest bardzo maly,
predkos¢ bardzo szybko zanika w miarg przyostu fazy stale] w obszarze dendrytycznym. Istotnie,
w okolicad izotermy likwidusa (gdzie r; jest bliskie jednosci) predkosé jest rzedu 107, ale spada
o rzad dla r=0,9 i dalsze trzy rzgdy dla mniejszych wartosci 1y (rys.4.24). Spadek predkosci jest
znacznie szybszy w przypadku anizotropii przepuszczalnosci (rys.4.24) 1 dla roztworu
zawierajacego niewielkg ilo§¢ wody (CASE_2, rys.4.25). Dlatego iloczyn F(r,)\v| jest bardzo
maly w calym obszarze dendrytycznym. W konsekwencji czgs¢ dyspersyjna tensora przewodnosci
cieplnej nie przekracza wartosci 6-10*W/(kgK), co odpowiada 0,14% przewodnosci fazy
cieklej.

4.6 Symulacja komputerowa procesOw makro-segregag)i
i mikro-segregacji skladnikow roztworu binarnego

W procesie solidyfikacji cieklych stopow, nawet tych o jednorodnej kompozycji poczatkowe;,
pojawia si¢ zjawisko segregacji sktadnikow w obu fazach [16]. Wywolane jest ono réznicami ich
rozpuszczalnosci w fazie statej i cieklej. Prowadzi to do selektywnego usuwania jednego z
komponentéw na mikroskopowych powierzchniach kontaktu faz W przypadku binarnego
roztworu sktadnikiem tym jest substancja rozpuszczona. Ten nadmiar usunigtego sktadnika jest
transportowany w plynie na drodze ruchow konwekcyjnych, wywotanych gradientami
temperatury 1 stezen, i w mniejszym stopniu przez dyfuzje w obu fazach. W konsekwencji w
roznych czesciach obszaru pojawiaja si¢ rejony bogatsze i ubozsze w sktadnik rozpuszczony. Te
roznice mogg by¢ znaczne, siega¢ 30% 1 wigce] [16]. Proces segregacji obserwowany jest w
dwoch skalach. W skali podziatki ramion dendrytow mowimy o mikrosegregacji, zjawisku
istotnym szczegOlnie w fazie stalej, gdzie jedynym mechanizmem przenoszenia jest dyfuzja. W
wigkszej skali wystepuje makrosegregacja [16]. Rozpoznang juz dzi§ przyczyna tego zjawiska
jest ruch pltynu lub ciata stalego w obszarze dwufazowym. Fizyczne przemieszczanie si¢ faz
prowadzi do makrosegregagi.
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Jedng z drog tego przemieszczania moze by¢ ruch i1 osiadanie pojedynczych krysztalow
rownoosiowych, powstajacych we wczesnych czasach procesu solidyfikacji. Innym mechanizmem
jest ruch plynu migdzy-dendrytycznego jako wynik oddzialywan cieplnych oraz skurczu
solidyfikacyjnego. Jest to glowna przyczyna segregacji [16]. W obszarze roztworu cieklego sity
wyporu, wywolane roznicami temperatur 1 stgzen odpowiedzialne sa (obok znacznie mniejszego
udziatu dyfuzji) za przenoszenie sktadnika. Te przeptywy recyrkulacyjne, wywotane ruchami
konwekcyjnymi, charakteryzuje zatem tendencja do nieroOwnomiernej dystrybucji wtracen.
Powoduje to, ze z uplywem czasu jednorodny rozklad stezen ulega ewolucji prowadzac do
separacji jednej z faz 1 jej akumulacji w wybranych obszarach przeptywu. Zjawisko to jest bardzo
niekorzystne w procesach technologicznych - uwaza si¢ je za gtowna przyczyng niejednorodnosci
odlewdw i ich defektow strukturalnych.

Wynika stad konieczno$¢ glebszego zrozumienia i1 dokladniejszych analiz mechanizmow
segregacji komponentéw, roli tego zjawiska w ksztaltowaniu struktury odlewu 1 sposobow
sterowania rozktadami koncentracji, poprzez wlasciwe warunki prowadzenia procesu
odlewniczego. To praktyczne znaczenie problemu jest od kilku lat gléwnym bodzcem rozwoju
modeli 1 algorytmoéw symulacji komputerowej tych zjawisk. Eksperymenty sa tu bardzo drogie,
trudne 1 czasochlonne, za§ ogdlna dostgpnos¢ komputeréw i1 rozwd] wspotczesnych metod
numerycznych, gwarantujacych coraz wigksza doktadnos$¢ obliczen, uzasadnia poszukiwanie
odpowiedzi jakosciowych 1 ilosciowych na drodze obliczen numerycznych. Sa one zlozone ze
wzgledu na sprzgzenia pol predkosci, ci$nienia, temperatury i koncentracji w réwnaniach
zachowania (4.1), a takze ze wzgledu na powigzania koncentracji, temperatury i entalpii w
dodatkowych zwigzkach konstytutywnych.

W celu ilosciowej analizy dwuwymiarowych proceséw transportu masy, pedu, energii i
koncentracji substancji rozpuszczonej podczas solidyfikacji dwuskladnikowego roztworu
opracwano model symulagi komputerowej, oparty na metodzie MES, oraz jego efektywny
algorytm obliczeniowy.

Przyjmujac podstawowe zalozenia dotyczace charakteru przeptywu, modelu pltynu 1 opisu
obszaru dwufazowego jako medium porowatego, zgodnie z tym co przedstawiono w rozdziale
4.2.1, oraz wykorzystujac jednofazowy model Bennona i Incropery [6] otrzymuje si¢ rOwnania
zachowania masy, pedu, energii i koncentracji sktadnika w postaci (4.1).

Zalozenie statej gestosci plynu (4.2) oznacza, ze nie rozpatruje si¢ dalej efektow zmiany
objetosci faz (np. skurczu solidyfikacyjnego) 1 wynikajacych stad ruchdéw cieczy. Gtownym zatem
mechanizmem konwekcji w obszarze dwufazowym oraz w obszarze cieczy sa sity wyporu
wywotlane gradientami temperatury i st¢zenia. Zgodnie z przyjetym dalej modelem Boussinesqa sg
one liniowa funkcja temperatury 1 koncentracji substancji rozpuszczonej (4.13).

Pomija si¢ takze przemieszczanie si¢ dendrytow, przyjmujac, ze ich poczatkowy ruch jest
drugorzednym efektem w porownaniu do dzialania sit wyporu [16]. Obowigzuje zatem zalozenie
o zerowe] predkosci fazy stalej w obszarze dwufazowym oraz zwiazek (4.3) dla pozornej
predkosci w tym rejonie.

Koncentracja C, rozumiana jako usredniony udzial masowy substancji rozpuszczonej w
roztworze, zalezy od skladu fazowego. Okresla ja zwiazek (4.7). Gdy dyfuzja skladnika
rozpuszczonego jest zerowa (model Scheila [16]) lub skonczona w fazie stalej (mikrosegregacja)
wykorzystuje si¢ wzor (4.10) ze $rednia lokalna koncentracja C..

W uktadach binarnych entalpia roztworu jest funkcja temperatury i koncentracji, H = H(T,C) .

Zwiazek taki moze by¢ wyznaczony eksperymentalnie [15] lub na podstawie analiz teoretycznych,
w ktorych wykorzystuje si¢ zalozenie lokalnej réwnowagi termodynamicznej na granicy fazowe;j
[6,7,8]. Zgodnie ze wzorem (3.43) i wynikajacym z niego zwiazkiem (4.6) (gdzie &, =1,)
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pH = p((l_ fi )Hs(T’ C) +fH, (T’ C)) (4.47)

Entalpie fazowe H (T,C) i H,(T,C) wyznaczane sa z (3.44) i (3.45), gdzie wykorzystano fakt,

ze przyrost entalpii (parametru stanu ukladu) nie zalezy od drogi przemiany, omijajac w ten
sposob przejscie przez obszar dwufazowy (rozdziat 3).

W obszarze tym zwiazek miedzy temperatura i1 koncentracja kontrolowany jest przez
termodynamike faz oraz lokalne, w skali mikroskopowej, procesy transportu. Numeryczne
modelowanie tych zwigzkow sklada si¢ z dwoch etapow.

W pierwszym wyznacza si¢ weztowe wartosci temperatury, predkosci 1 koncentracji
spetniajace makroskopowe réwnania transportu. Sg to roOwnania zachowania pedu (4.22), z
czlonem zrodtowym, w ktorym uwzgledniono sity wyporu (4.13), wywolane zaroéwno
gradientami temperatury jak 1 stezen, oraz roOwnanie koncentracji skladnika rozpuszczonego w
roztworze

Zastosowanie modelu przestrzennej dyskretyzacji elementami skonczonymi (4.17)+(4.19) oraz
jawno-nigjawnego schematu Adamsa-Bashfortha-Eulera do réwnania energii (4.1) prowadzi do
macierzowego uktadu nieliniowych rownan algebraicznych o postaci

3 1 H" —H™

KS.T" =F, —(EK;(v”)-Hr—EK;(v“)-Hr1)+CH v (4.48)
Nieliniowos$¢ ta wynika z faktu, ze wystgpujaca po prawej stronie entalpia roztworu w nowej
chwili czasowej (n+1) jest niewiadoma zalezng, zgodnie z (4.47), od dwoch poszukiwanych pol
temperatury i koncentragi substancji rozpuszczong w mieszaninie. Ponadto, H zawiera w sobie
efekt ciepta utajonego (patrz wzor (3.45)), ktéry ze wzgledu na znaczne wartosci, zwlaszcza dla
cieklych metali, moze prowadzi¢ do trudnosci obliczeniowych — klopotow ze zbieznoscia
iteracyjne] procedury rozwiazania (4.48).

Sprawdzonym sposobem uniknigcia tych problemow jest przeniesienie czesci tego efektu na
lewa strone réwnania (4.48), a wiec do macierzy K$ w procesie jego lineayzagi [7,8,14,15,
34,35]. Osiaga si¢ to przez rozwinigcie (m+1) iteracji weztowe] wartosci entalpii w szereg
Taylora wzgledem poprzednie;j iteracji (m). Zatem

cH

oH
Hr )™ Z et Hm+(_j T +(_j crioc (4.49)
( k aT C( ) ac T( )

)m+l

1 wstawiajac do (4.48) otrzymuje si¢

K$+iCH- al -Tm”:iCH- H”—H”#(ﬁ) T |+
At et ). At oT )e.

+iCH(ﬁ) (Cm”—Cm)+FT—@KE(V”)-H"—%@(V"1).Hn1)
Tm

(4.50)

At oC

gdzie poszczegOlne macierze s funkcja wlasnosci termofizycznych, ktére w obszarze
dwufazowym moga zmieniaC si¢ z temperaturg 1 koncentracja. Dodatkowy czlon w macierzy
lewej strony réwnania (4.50) spowalnia zmiang temperatury w wezlach z przemiang fazowa,
stabilizujac w ten sposob algorytm. Pochodne czastkowe entalpii roztworu oblicza si¢
wykorzystujac zalezno$¢ (4.47) oraz (3.44) 1 (3.45). Zakladajac ze stala jest gestos¢ roztworu
p =P, =p otrzymuje si¢

B @A,
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Wystepujacy w tym wzorze udzial masowy fazy cieklej f jest funkcja temperatury i koncentracji i
wynika z przyjetych zalozeh co do réwnowagi termodynamicznej oraz lokalnych efektow
transportu substancji rozpuszczonej, o czym mowa w dalszej czgsci rozdziatu. Rozniczkowanie
(3.44) 1 (3.45) daje pochodne czastkowe entalpii fazowych po temperaturze i1 koncentracji, przy
zalozeniu natury roztworu — np. zalozenie roztworu idealnego znacznie upraszcza uzyskiwane
zaleznosci. To $ciste podejscie nie jest jednak konieczne na tym etapie algorytmu obliczeniowego.
Wykorzystywana bowiem w (4.49) warto$¢ entalpii roztworu H™" jest traktowana w procesie
iteracyjnym jako wstepna. Gléwnym zadaniem tej procedury kolejnych przyblizen jest
dopasowanie do siebie pol temperatury, koncentracji 1 udziatu substancji rozpuszczonej [34]. Po
uzyskaniu takiej zbiezno$ci mozna wyznaczy¢ entalpi¢ ze wzoru (4.47). Majac to na uwadze,
mozna podobnie jak w [34], zastosowac przyblizenie

Hm+lem+(ﬁj (Tm+l_Tm)
AT ),
(4.52)

. (AH) H™ —H™!
gdzie: =

AT) T-T™3

gdzie wartosci entalpii w dwoch poprzednich iteracjach sa wynikiem zmian zar6wno temperatury
jak 1 koncentracji. Akceptujac (4.52) w rownaniu energii (4.50), sprowadza si¢ je do postaci

m m 1 m ~m AH m+
[K;’.(T .C )+ECH(T .C )-(ED-T L=

icH(Tm,cm)- H”—H"W(ﬁ) T™ |+ (4.53)
At AT ),

FT _(SKE(Vn)'Hn —%KE(an)'Hnl)

Koncentraci¢ C skladnika rozpuszczonego w roztworze oblicza si¢ z roOwnania jego
konwekcyjno-dyfuzyjnego transportu (trzecie rownanie uktadu (4.1))

AeC) , , ApC) _ i[pD ﬁj (4.54)
ot ox, o ox OX

gdzie wspotczynnik dyfuzji dany jest przez (4.11). Czgsto przyjmowanym zalozeniem jest
pomijalna dyfuzja sktadnika w makroskopowe;j skali procesu solidyfikacji [34], co prowadzi do
zerowej prawej strony tego rownania.

Ze wzgledu na powolne zmiany C w czasie, calkowanie réwnania (4.54) mozna przeprowadzi¢ w
sposob jawny [34,36], co znacznie przyspiesza obliczenia. W proponowanym kodzie symulacji
komputerowe] zastosowano jawng metoda Adamsa-Bashfortha dla czlonu konwekcyjnego w
potaczeniu z jawna metoda Eulera dla czlonu dyfuzyjnego. Zastapiono wigc trzecie z rOwnan
zbioru (4.21) przez

Cn+l _ Cn
At

Diagondlizaga maderzy C., przez sumowanie jej wyrazoOw w wierszach [22], rozprzega

]

3 1

Ce :Fc+Kg-c,"—(§Kg(v”)-c,”—EKg(v"1)-0,“) (4.55)

poszczegblne rownania w (4.55), eliminujac konieczno$¢ stosowania czasochtonnego , solvera”
dla uktadu rownan algebraicznych.

Pomijajac dyfuzje skladnika w fazie stalej rOwnanie (4.54) mozna przedstawi¢ w alternatywne;j
formie[6,7,12)]



o0) , , op) _ i[pf,Dl ﬁ}sc

ot ! ox;  0X, X,
(4.56)
. 0 dC -0
dzie S.=—| pf D, ———Z2—pv.(C, -C
g c 8Xj [pl | GXJ- P J( [ )

Stosujac metod¢ Galerkina, model przestrzennej dyskretyzacji elementami skonczonymi oraz
jawno-niejawng procedur¢ Adamsa-Bashfortha-Eulera, otrzymuje si¢ uktad nieliniowych réwnan
algebraicznych dla weztowych wartosci koncentracji C w mieszaninie

Cn+l _ Cn ~ 3 1
. At +K((Zi:‘cn+l:|:cn l_(EK((::(Vn)Cn_EKg(an)Cnl)

gdZie ﬁcml — Fc + Sc(flml,cml,clml)

CC
(4.57)

Rozwiazuje si¢ go w procesie kolejnych przyblizen dla zlinearyzowanej wersji (4.57), w ktorej
czton zrodlowy S. wyznacza si¢ z poprzedniej (znanej) iteracji (f,m ,c".Cc" ) :

Po obliczeniu biezacych przyblizen temperatury T 1 koncentracji C skladnika w mieszaninie (z
roOwnan 4.53 1 4.55 lub 4.57) realizuje si¢ drugi etap modelowania numerycznego, w ktérym, w
procesie iteracyjnym, dopasowuje si¢ wzajemnie pola temperatury, koncentracji 1 udziatu faz, tak
by spetlnione byly lokalne wigzy narzucone przez termodynamike faz oraz lokalne, w skali
mikroskopowej, procesy transportu. Zwiazki te zapisa¢ mozna w ogolnej postaci jako [34]

H=F(T,f)
C =FR(pC.f) (4.58)
T =FRK(C)

gdzie wielkoSci oznaczone przez * podlegaja zmianom w procesie ich iteracyjnego
dopasowywania. Funkcja F, wyraza zwiazek migdzy entalpia, temperatura i udzialem fazy ciekte;

(rownanie 4.47), zas F, zaleznos¢ C, od procesow transportu skladnika zachodzacych w skali
REYV (reprezentatywnej objetosci elementarnej [34]).

Poprawne modelowanie dyfuzji masy substancji rozpuszczone] w fazie statej (w dendrytach)
odgrywa tu zasadnicza rolg, bowiem warto$¢ koncentracji w cieczy migdzydendrytycznej zalezy
od tego efektu. W najprostszym przypadku, gdy zaklada si¢ nieskonczong (catkowity) dyfuzje w
ciele stalym (jednorodny rozktad koncentracji) wystepuje lokalna réwnowaga termodynamiczna
[6,7,8,34,36], obowigzuje reguia dzwigni oraz rownanie (4.8), ktore mozna zapisa¢ w postaci:

I (S I
p(KP + f,(l—KP)) fi+(1-f x5,

Reguta dzwigni 1 robwnanie (4.59) pozostaja w mocy dla obszaru dendrytow kolumnowych z
rozproszong mikrostrukturg [15] oraz mikrostruktura, w ktérej fazy sg rozrdznialne a dyfuzja w
tej skali jest nieskonczona w obu fazach [15]. Wowczas tez:

Cs= _ Cke (4.60)
fi+(1-f x5,

(4.59)

oraz
fo C-Cs _ C—x,C (4.61)
C-Cs Cl-x,)
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Znajac zaleznos$¢ temperatury od koncentracji C na linii likmdusa T, =f, (C) powyzszy wzor
przeksztatca si¢ do
_ C—xpf Ijl_l (M
k)il
Natomiast w modelu Scheila [16], gdzie zaklada si¢ nieskonczong dyfuzje w plynie
migdzydendrytycznym oraz zerowg dyfuzj¢ sktadnika w dendrytach, koncentracja w dowolnym
punkcie fazy stalej pozostaje rowna wartosci jaka byla, gdy w tym miejscu formowata si¢ faza
stata. W tym mikro-modelu koncentracja substancji rozpuszczonej w ciele stalym nie jest
jednorodna lecz ma swoj profil, a rownanie (4.8) jest zastgpowane przez (4.9) [15].
Ponadto, przy zalozeniu lokalnej rownowagi termodynamiczne] na mikrogeometrii granicy
ciecz-ciato state [6,7,8,34,36], linia likwidusa na wykresie fazowym (rys.3.1, rys.4.27) okresla

(4.62)

zwiazek miedzy koncentracja w cieczy i temperatura, tzn: F,(C,)=f_ (C,).
Przyblizajac krzywe solidusa i likwidusa liniami prostymi (rys.4.27) powyzsze zwigzki
przyjmujg postacie

T~ Ty T-T,

T =1, (C)=T, + C=T, + C (4.63)
E |
C = Ty =T C.= Ty =T C (4.64)
TM _TE TM _TL
f, _CoxeG g 1 [T-T (4.65)
(1-%,)C 1-x,\T-T,

T, jest temperatura na linii likmdusa dla koncentracji C w roztworze (rys.4.27). Zatem, jesli
Kp =const.to f, sprowadza si¢ do jawnej zaleznosci tylko od temperatury, zaleznos¢ od
koncentracji pozostaje niejawna poprzez fakt, ze T, =f , (C)

T .
MR Solidus 4 vidus
T, - /TL=fLL(C)
e N

I . I
Te 17T\

| | |

| | |

| | |

| | |

Cs C C Ce

Rys.4.27. Pogladowy wykres fazowy o prostych liniach solidusa i likmdusa

W og6lnym przypadku dyfuzja skladnika w ramionach dendrytow jest skonczona.
Rzeczywistos¢ jest, zatem, gdzies migdzy dwoma granicznymi przypadkami rownowagowego
modelu z reguta dzwigni 1 modelu Scheila. Konieczna jest tu doktadniejsza analiza procesow
transportu w mikroskali komorki REV. Przyjmujac idealne wymieszanie w fazie cieklej
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(nieskonczona dyfuzja) koncentracja (pC) w roztworze moze by¢, zgodnie z (4.10), zapisana jako
[34]
1T,

(PC)=pf,C +ps [Cdr  (4.66)
0

Roézniczkujac powyzszy zwiazek po czasie (z wykorzystaniem reguly Leibnitza) przy zalozeniu,
ze na mikro-granicy faz obowiazuje k, = C;/ C,, otrzymuje sig,

opC) _ @ o1-r) " oC

7—§(pf|0|)+psl<p0. —  tPs ! o (48]
Ostatni czlon (4.67) wyraza intensywnos$¢ dyfuzji substancji rozpuszczonej w fazie stale
(okreslanej czgsto mianem ,back diffusion”) — kluczowa wielko$¢ modelowania procesow
transportu w skali lokalnej. Najczesciej stosuje si¢ tu jeden z dwoch nastepujacych opisow

intensywnosci przenoszenia dyfuzyjnego w ciele stalym [34]. W pierwszym zaklada si¢, ze
1T,

ox.C dx.C
Ps J. %dr =Bps(1-1) % = Bp(l_ f, )% (4.68)

gdzie parametr 0<B <1. Dla 3 =0 otrzymuje si¢ model Scheila (brak dyfuzji), zas dla p=1
dyfuzja masy przebiega nieskonczenie szybko (jednorodny rozktad koncentracji w fazie stalej).
Podstawienie (4.68) do (4.67) prowadzi do
M—ﬁ( rC, +Bps(1-1)kC ) —(1-B)psk.C D (469
P _8tp||| Ps 1 JKpb pSKPI@t .
Stosujac réznicowe przyblizenie pochodnych czasowych (4.69) sprowadza si¢ do
(0C)-(p0)" P(nC=(C)")  (1-r)eC —(1-1)"xW(C)"
AL At +Pes At
skad wyznacza si¢

(pC)~ (pC)" +[p1(1)" + Boak (L (7)) ()
C = —— (4.70)
Pl +Bps(1_ f )KP +(1_ B)pst(ﬁ _(rl) )

gdzie ( )n oznacza znane wartoSci w poprzedniej chwili czasu. Uwzgledniajac zwiazki (4.4) i

d _(rl)n

At

- (1_ B)pSK oCi

n

(4.5) rownanie (4.70) mozna tez zapisac jako
(©)-(O) +[(R)" +pra(2-(1))C)"
B + (1 B)(f— (F)")

Jesli B= 2a(1— e*”“)—e*m“, gdzie o dyfuzyjna liczba Fouriera dla REV [36], otrzymuje si¢

(4.71)

ulepszony model dyfuzji Brody’ ego i Flemingsa [34,36].
Inny opis catki we wzorze (4.67) zaproponowali Wang 1 Beckermann [34] przyjmujac
1T,

Ps J. %dr = psY(K oCi — E:S) (4.72)
0

gdzie parametr y zalezny jest od morfologii REV i wspolczynnika dyfuzji masy w fazie statej, zas

C, jest objetosciowo usredniong koncentracja w fazie state] [34]. Wstawiajac t¢ zaleznos¢ do
(4.67) 1 przyblizajac réznicowo pochodne czasowe otrzymuje si¢
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(1422 Yoo -pr)e
C - | - (4.73)
Pt +p5(1— M )KP +f_7r(psKP(1_ rI)erlrl)

Wzory (4.70) lub (4.73), ktorym mozna nada¢ wspolna ogolniejsza forme ([34])

C = F(pC).1.(pC)",(n)")  (4.74)

zastepuja (4.59) lub (4.64) w przypadkach, gdy dyfuzja masy w fazie stalej ma skonczona
predkosc.

Algorytmy obliczeniowe

Sprzezony uktad réwnan (4.1), wraz z dodatkowymi zaleznos$ciami pomigdzy polami entalpii,
temperatury 1 koncentracji (zapisanymi ogélnie w formie (4.58), a szczegotowo przez (4.47),
(4.59),(4.62) lub (4.63)+(4.65), (4.70) lub (4.73)) rozwiazano sekwencyjnie z zastosowaniem
metody rzutu, jawno-niejawne] metody catkowania w czasie oraz procedury iteracyjnego
dopasowywania wspomnianych wielkosci polowych w kazdym kolejnym kroku czasowym. W
poszukiwaniu najlepszych rozwigzan w sensie efektywnosci obliczeniowej (mierzonej czasem
pracy 1 wielkoscia wymaganego pola pamigci maszyny cyfrowej) zaproponowano i poddano
testowaniu dwa rozne, wybierane opcjonalnie, algorytmy. W pierwszym wykorzystuje si¢
rownania MES dla makroskopowego bilansu koncentracji sktadnika w formie (4.57), w drugim
za$ ich jawng postac (4.55).

Algorytm A.

Dla znanych w poprzednigj chwili czasowej t, weztowych wartosci pol sktadowych predkosci
v, temperatury T" i koncentragji substancji rozpuszczonej w roztworze C" oraz, wynikajacych
ze zwiazkow (4.58), wartosci entalpii mieszaniny (pH)n , koncentracji w fazie cieklej C;' i udziatu
masowego f," przeprowadza si¢ obliczenia dla czasu t, , =t + At w nastepujacej kolejnosci:

1. Oblicza si¢ nowe pole predkosci V"' z rownan ciaglo$ci i zachowania pedu. Wykorzystuje
si¢ tu procedurg roztaczenia pol predkosci i cisnienia przez zastosowanie metody rzutu (4.22),
linearyzacj¢ rownan Navier-Stokesa przez catkowanie ich cztonow konwekcyjnych jawng
technika Adamsa Bashfortha (drugie z rownan (4.21)) oraz niezalezne, sekwencyjne
rozwigzywanie rownan dla kazdej sktadowej pedu (tj. najpierw dla i=1, potem dla i=2).

2. Przyjmuje si¢ wartosci z poprzedniej chwili czasowej jako pierwsze przyblizenie m=0 dla
nowego czasu, tj.:

(Tn+l)o _ -I-n, (Cn+l)o _ Cn, (Clr1+l)o _ C|n1 (f|n+l)o _ f|n; (Hn+l)o _ Hn

n+1

. . S\ ) ) , ) . ,
3. Pole predkosci vi“oraz znane H"i (H” l) wstawia sie¢ do rownania energii, ktore

calkowane jawno-niejawnym schematem Adamsa-Bashfortha-Eulera (4.53) daje nowe
przyblizenie pola temperatury (T”*l) :

4. Rozwiazuje si¢ nastepnie rOwnanie (4.57), ze zlinearyzowanym cztonem zrodtowym o
m+1

postaci:SC((fln*l)m,(C”*l)m,(C{”l)m), otrzymujac nowe przyblizenie koncentracji (C"*)

skladnika w roztworze.
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)m+l

5. Ze wzoru (4.49) oraz zwiazkow (3.44) 1 (3.45) oblicza si¢ kolejng iteracje entalpii (Hn+l
dla (Tn+l)* i (Cn+l)m+l

(H™)™ = F{(Hm) ()™ () ()™ ()

m+1

a nastepnie z (4.47) nowe przyblizenie (f,”*l)mﬂ. Korzystajac z (4.5) znajduje si¢ (r,””)

)m+l

6. Z (4.59)1ub (4.70) lub (4.73) oblicza si¢ koncentracje sktadnika w cieczy (Cln+l

7. Nastepnie poprawia si¢ przyblizenie temperatury (T”*l)* , Zzgodnie z (4.58), tzn.:

n+1) M1 n+1\™M
e |fu(E)™) ody 0<(f)" <1
(Tn+l) —
(Tn+l) gdy (f|n+l)m -0 lub (f|n+l)m -1
8. Dla tak obliczonych nowych przyblizen pol temperatury, koncentracji 1 udziatu sktadnika w
fazie cieklej aktualizuje si¢ dane termofizyczne 1 wspoOlczynniki réGwnan. Nastgpnie powtarza

(7)™ = (1)) <, gdzie

sie kroki od 3 do 7 (zwigkszajac licznik iteracji m) tak dlugo az

€ - zadana doktadnosc.

Algorytm B

W tej procedurze obliczeniowe] rownanie zachowania masy sktadnika rozpuszczonego ma jawng
forme (4.55), ktorej prawa strona okreslona jest przez znane wielkosci dla poprzedniej chwili
czasowe]. Dlatego rownanie to jest rozwiazywane tylko raz w kroku czasowym. Koncentracja
sktadnika rozpuszczonego w roztworze C™* nie podlega wigc iteracyjnemu poprawianiu w cyklu
kolejnych przyblizen. Zatem:

1. Pierwszy krok taki jak w algorytmie A.

2. Rozwiazuje si¢ rownanie (4.55) obliczajac C™*

3. Krok jak w algorytmie A

4. Ze wzoru (4.49) (przy zerowym trzecim czlonie jego prawej strony )oraz zwiazkow (3.44) i

(3.45) oblicza si¢ kolejna iteracje entalpii (H”*l)m+l dia (T”*l)* icht

()" R (1) ) )

n+l)m+l

a nastegpnie z (4.47) nowe przyblizenie (f,”*l)mﬂ. Korzystajac z (4.5) znajduje si¢ (r,
5. Pozostale etapy cyklu jak w algorytmie A.

Obie procedury obliczeniowe 1 przyjete modele sa obecnie przedmiotem intensywnych badan.
Szczegolne klopoty zwiazane sa ze stabilnoscig iteracyjnego dopasowania pdl temperatury,
koncentracji 1 udzialu skladnika w fazie cieklej. Jednoznaczne zaleznosci analityczne, gdy
zastosowane bezposrednio w algorytmie obliczniowym, prowadza do rozbieznosci, zwlaszcza dla
stopow metali o duzych wartosciach ciepta przemiany fazowej [7,8,34].
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5. Whioski koncowe, kierunki dalszych prac

Przedmiotem zaprezentowanych badan doswiadczalnych i analiz teoretycznych byly ztozone
mechanizmy wymiany ciepta w procesie solidyfikacji wybranych substancji jedno- 1
dwusktadnikowych. Celem tych studiow bylo poszerzenie wiedzy o fizyce zjawisk oraz rozwoj
metod eksperymentalnych, modeli teoretycznych i1 symulacji komputerowej, pozwalajacych na
precyzyjne oceny iloSciowe analizowanych procesow, istotne w praktycznym wykorzystaniu tych
Zjawisk (odlewanie stopow metali, jednostki magazynowania energii, etc.).

Wynikiem prac nad rozwojem tedhnik eksperymentalnych jest opracowanie i adaptaga metody
jednoczesnego pomiaru pdl predkosci 1 temperatury (Particle Image Velocimetry &
Thermometry) oraz pomiaru koncentragi soli, poprzez korelage optyczngl metody Schlierena z
pomiarami punktowymi przewodnictwa dektrycznego. Ich wykorzystanie w badaniach konwekcji
swobodne] zamarzajace] wody 1 wodnego roztworu chlorku sodu (jako przyktadu substancji
binarnej), w réznych konfiguracjach termicznych warunkow brzegowych, pozwolily na glebsze
poznanie fizyki zjawiska, oceng¢ dokladnosci metod eksperymentalnych i1 technik przetwarzania
obrazu oraz okreslenie warunkow poprawne] realizacji eksperymentu.

Opracowane tu metody badawcze moga by¢ stosowane do analizy zjawisk cieplnych 1
przeptywowych w skali laboratoryjnej jak réwniez w skali przemystowej, jesli mozliwy jest dostep
optyczny do badanego osrodka.

Ponadto, zastosowane techniki rejestracji lokalnych pdl temperatury i1 predkosci przy
wykorzystaniu zawiesiny cieklych krysztalow dostarczaja precyzyjnych danych, ktore, przez
poroOwnanie z wynikami obliczen, moga by¢ wykorzystane do weryfikacji kodow symulacji
komputerowej zjawisk transportu ciepta z przemiana fazowa ciecz-cialo state. Dotyczy to w
szczegblnosci modeli obliczeniowych procesow solidyfikacji metali (odlewnictwo), wyciagania
krysztatow potprzewodnikowych (metody Bridgmana 1 Czochralskiego) czy modelowania zjawisk
powstawaniai topienialoduw zbiornikadh wodnych (elementy modeli prognozowania pogody).

Wynikiem prac nad rozwojem nodeli teoretycznych i modeli symulagi komputerowse
procesow solidyfikacji uktadéw jedno- 1 dwuskladnikowych z konwekcja jest opracowanie nowe]
metody opisu zlozonych procesOw transportu ciepta i masy w obszarze dwufazowym (,,mushy
zone”) oraz stworzenie kodow obliczeniowych, opartych na metodzie elementow skonczonych,
do ilosciowej analizy tych zjawisk. Zaproponowano wigc wykorzystanie statystycznych usrednien
wielkosci polowych po zbiorze dopuszczalnych konfiguracji (ensemble averaging) do opisu
niejednorodnego (poziom mikroskopowy) obszaru dwufazowego zastgpczym osrodkiem cigglym
o efektywnych wiasciwosciach (poziom makroskopowy). W przeprowadzonych rozwazaniach
wykazano, ze forma zwiazkéw konstytutywnych wigzacych wielkosci makroskopowe nie musi
by¢ postulowana, ale moze by¢ wyprowadzona z odpowiednich zwigzkow dla wielkosci
mikroskopowych, niezaleznie od zalozenia dotyczacego skal dlugosci wplywajacych na
rozpatrywane procesy. Ten mowy opis zjawisk transportu w obszaze dwufazowym
wprowadzono do opracowanych programow MES, ktore zbudowano wykorzystujac algorytmy
sekwencyjnego 1 iteracyjnego rozwiazywania uktadu nieliniowych sprzezonych réwnan ruchu,
energii 1 koncentracji sktadnika.

Tak utworzone narzedzie obliczeniowe moze by¢ wykorzystane w komputerowej symulacji
procesOw sprzezonej wymiany ciepta (przewodzenia 1 konwekcji potaczonych z solidyfikacja lub
topnieniem) w geometrycznie ztozonych dwuwymiarowych obszarach.

Przeprowadzone badania konwekcji naturalnej wody z przemiang fazowa w kanale
prostopadiosciennym wskazaly na istnienie ztozonych struktur przeptywu. Spowodowane to jest
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istnieniem anomalii gegstosci wody w poblizu temperatury przemiany fazowej. Skomplikowany
charakter przeptywu stanowi interesujace wyzwanie dla metod numerycznych, pozwalajac na
przetestowanie zachowania si¢ algorytmow modelujacych przemiang fazowa w obecnosci silnych
gradientow predkosci 1 temperatury. Z drugiej strony zaobserwowana eksperymentalnie
,,wrazliwos¢” struktur przeptywu na zmiany termicznych warunkow brzegowych stawia wysokie
wymagania eksperymentowi. Dokladne okreslenie wlasnosci fizycznych materiatow, precyzyjny
pomiar warunkow termicznych, zarowno w obszarze badanej konwekcji jak 1 w otaczajacym
badana domeng¢ osrodku, jest istotnym warunkiem dla zdefiniowania wzorcow eksperymen-
talnych (benchmarks).

Osobnym zagadnieniem jest problem przechtodzenia wody, obserwowany w wigkszosci
eksperymentéw. Zjawisko przechtodzenia wystepuje w wigkszosci przemian fazowych, 1 jego
uwzglednienie w obliczeniach numerycznych byloby z pewnoscia pozadane. Jednak obecny stan
wiedzy 1 metody diagnostyczne nie pozwalaja na precyzyjne okreslenie charakterystyki
poczatkowej substancji (koncentracji 1 wielkosci zarodkow przemiany). Bez takiej wiedzy modele
termofizyczne charakteryzuja si¢, w zaleznosci od przyjetych zatozen, rozwigzaniami réznigcymi
sie o kilka rzedow wielkosci. Wydaje sig, ze w takie] sytuacji konieczne jest opracowanie metody
eksperymentalnej pozwalajacej na minimalizacj¢ stopnia przechtodzenia (np. przy pomocy pola
akustycznego czy elektrycznego inicjujacego generacje¢ duzej liczby zarodkéw przemiany
fazowg).

Przeprowadzone w ramach projektu badania potwierdzity tez shuszno$¢ wyboru metod
pomiarowych 1 materiatéw uzytych do badan wzorcowych. Mimo komplikacji spowodowanych
anomalia gestosci, wydaje si¢, ze woda, jako jedna z najlepiej przebadanych substancji, stanowi
dobry materiat dla weryfikacji kodéw numerycznych. Zastosowana metoda rejestracji catych pol
temperatury 1 predkosci przy wykorzystaniu zawiesiny cieklych krysztalow nie ma zasadniczo
alternatywy dla przeptywoéw o tak skomplikowane] strukturze. Jednak ograniczona dokladnos¢
tych metod, w szczegoélnosci metody pomiaru temperatury, wymaga dodatkowe] weryfikacji
wynikéw metodami klasycznymi. Zastosowana w pracy tedhnika termografi podczewoneg do
monitorowania zewnetrznych warunkow termicznych wydaje si¢ by¢ bardzo obiecujacym
uzupelnieniem pozostatych metod pomiarowych. Jak pokazaly obecne badania precyzyjne
okreslenie rozkltadow temperatur dla zewngtrznych plaszczyzn $cian ograniczajacych przeplyw
pozwala w prosty sposob zweryfikowa¢ shuszno$¢ zatozonych w modelu numerycznym
termicznych warunkow brzegowych.

Osobnym zagadnieniem jest problem weryfikacji modeli opisujacych zjawiska przemiany
fazowej dla konwekcji naturalnej w uktadach binarnych. Opracowane metody eksperymentalne
pozwalaja w chwili obecnej na pomiar pdl predkosci 1 temperatury. Rozktad koncentracji mogh
by¢ jedynie okreslony jakos$ciowo przy zastosowaniu metody Schlierena. Punktowe pomiary
przewodnictwa elektrycznego roztworu dostarczaja stosunkowo dokladnych danych ilosciowych
o lokalnej koncentracji soli. Jednak kilka punktow pomiarowych to ilo$¢ niewystarczajaca dla
pelnego zrozumienia obserwowanych rozktadéw. Zwigkszenie gestosci pomiarOw przy pomocy
dodatkowych sond nie jest mozliwe bez zaklécenia catego przeplywu. Konieczne wydaje sie,
rozszerzenie metodyki pomiaréow przewodnosci elektrolitu na analiz¢ tomograficzng. W takim
wypadku, pomiary przeprowadzone przy pomocy Kkilkunastu elektrod rozmieszczonych w
sciankach naczynia pozwola na przestrzenng rekonstrukcje rozkltadow koncentracji w calej
komorze pomiarowej, nie zakldcajac przeptywu.

Badania te stuzy¢ maja nie tylko glebszemu poznaniu fizyki procesow przemian fazowych w
uktadach wielosktadnikowych, ale takze zgromadzeniu precyzyjnych danych o lokalnych polach
temperatur, predkosci 1 stgzen w celu stworzenia wzorca eksperymentalnego do oceny kodow
symulagi komputerowej tych zjawisk. Proponowany, jako efekt dotychczas zredizowanych
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badan, eksperymentalny , benchmark” oparty na wynikach pomiaréw procesu krzepnigcia wody
moze by¢ wzorcem jedynie dla symulacji zjawiska konwekcji naturalnej z przemiang fazowa
ciecz-cialo stale w ukladach jednoskladnikowych. Dla substancji binarnych, gdzie przebieg
procesu solidyfikacji silnie zalezy od réznicy stezen sktadnikow w cieczy i fazie statej, od zjawisk
makro- 1 mikro-segregacji, konieczne jest stworzenie nowego ,benchmarku”. Koniecznos¢
kontynuowania prac nad znalezeniem takiego wzorca wynika przede wszystkim z praktyczng
potrzeby. Szybka i tania symulacja komputerowa procesow krzepnigcia stopéw metali stopniowo
wypiera drogie, czasochtonne 1 trudne badania technikg ,.trial and error” od lat przeprowadzane w
laboratoriach odlewniczych. Obliczenia numeryczne wymagaja jednak najpierw uwiarygodnienia,
pokazania jak dokladnie przyblizaja rzeczywisto$¢. Nie jest mozliwe opracowanie tu wzorca dla
stopu dwoch metali, zaréwno ze wzgledu na warunki w jakich przebiega proces ich solidyfikacji
(wysokie temperatury) jak i1 wykorzystywane techniki pomiarowe (ciekle krysztaly). Mozna
jednakze przeprowadzi¢ precyzyjne badania doswiadczalne dla wodnego roztworu chlorku sodu,
a jeszcze lepiej dla wodnych roztworéw chlorku amonu, ktére krzepna podobnie jak stopy metali
tworzac obszar dendrytow rozdzielajacy faze stala 1 ciekla. Taki wzorzec jest bardzo potrzebny i
w tym kierunku powinny by¢ kontynuowane prace eksperymentalne.

W dalszych badaniach dotyczacych formutowania rownan opisujacych makroskopowe procesy
transportu w obszarze dwufazowym nalezy dazy¢ do oszacowania wplywu takich zjawisk, jak
dyspersja, wzajemne oddziatywanie akumulacji energii 1 zrodet ciepta zwigzanych z przemiang
fazowa, na procesy makroskopowego transportu energii i skladnikow w obszarze dwufazowym.
Inne cztony rownan makroskopowych dotyczace wplywu zrédel ciepta na intensywnos$¢
transportu energii czy efektu Dufoura powinny by¢ réwniez doktadniej przebadane. Model
makroskopowego opisu proceséw transportu w obszarze dwufazowym moze by¢ takze
wykorzystany do analizy wplywu lokalnej nierownowagi termodynamicznej faz na proces
krzepnigcia poprzez rozwazenie dalszych czlonéw w rozwinigciach, omowionych w rozdzialach
poswigcionych rownowadze fazowej 1 termiczne;.

Znaczna cze$¢ przedstawionych badan dotyczyla modelowania dyskretnego ztozonych

problemow ruchu ptynu niescisliwego 1 wymiany ciepla w procesach krzepnigcia 1 topnienia. Ich
zasadniczym celem naukowym byt rozw0] wspolczesnych technik numerycznych i algorytméw
obliczeniowych, gtéwnie metody elementow skonczonych, ktéra w rozwazanych problemach
teorii pola wciaz pozostaje technika o nie do konca poznanych mozliwosciach. Po raz pierwszy
zaproponowano uzycie efektywnych algorytmow obliczeniowych MES, opartych na technikach
rozdzialu w czasie, do analizy konwekcji ze zmiana fazy w ukladach jednosktadnikowych 1i
binarnych. Opracowane algorytmy i programy moga by¢ wykorzystane w analizie iloSciowej,
wspomagajac badania eksperymentalne stuzace poznaniu ztozonych proceséw transportu i zmiany
fazy. Moga tez by¢ uzyte jako najtansze i najszybsze zrodlo informacji o tych procesach w
przypadkach, gdy badania doswiadczalne sa czasochtonne, zmudne lub wregcz niemozliwe (np. w
solidyfikagi stopow metai w wysokich temperaturach) lub w praktycznych problemach
inzynierskich, w krzywoliniowych dwuwymiarowych geometriach.
Przedstawione modele symulacji komputerowe;j 1 ich algorytmy obliczeniowe wymagaja dalszych
prac. Dotyczy to szczegOlnie poszukiwania efektywnych, tatwo zbieznych, iteracyjnych technik
dopasowania pol temperatury, koncentracji 1 udzialu sktadnika w fazie cieklej, zgodnie z
termodynamika lokalnych zjawisk na granicy fazowej oraz makroskopowych rownan zachowania,
a takze rozszerzenia modeli ptynu i jego ruchu ($cisliwos¢, turbulencja). Wazne jest tez, gldwnie z
praktycznego punktu widzenia, rozbudowanie opracowanego oprogramowania na tréjwymiarowe
geometrie, co wymaga weryfikacji algorytmow obliczeniowych pod katem ich efektywnosci
(dobor procedur rozprzegniecia, linearyzacji, rozwiazania uktadu réwnan algebraicznych).
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