3. Numeryczne modelowanie procesow krzepnigcia

Modelowanie numeryczne przeptywow, ktorym towarzysza przemiany fazowe lub przeptywy ze
swobodna powierzchnia, wciaz stanowi wyzwanie dla naukowcéw zajmujacych si¢ mechanika
ptynéw. Jest to gtownie zwiazane z trudnosciami rozwiazywania nieliniowych uktadéw réwnan
transportu momentu i energii dla zmieniajacej si¢ w czasie domeny obliczeniowej. Dotychczasowe
osiagnigcia w tym zakresie nie sa zadawalajace. Gtowna przyczyna jest brak efektywnego algorytmu
wyznaczenia polozenia frontu krzepnigcia. Jest to problem, ktdory mozna uznaé¢ za jeden z
podstawowych w calym zagadnieniu, powodujacy konieczno$¢ implementacji drastycznych
uproszczen w wielu komercyjnych programach odlewniczych. Dodatkowa komplikacja, pomijang w
wigkszosci modeli symulacyjnych procesy przemystowe, jest powstawanie pecherzy powietrznych,
tworzenie si¢ mikro-struktur w zakrzeptej fazie stalej, czy nienewtonowskie wtasnosci ptynow.

Istnieja dwie podstawowe metodologie pozwalajace na numeryczne rozwiazywanie problemu
krzepnigcia. Pierwsza metoda oparta jest na podziale domeny obliczeniowej na dwie niezalezne 1
zmieniajace si¢ w czasie domeny, jednej dla cieczy (liquidus) oraz drugiej dla zakrzeptej fazy (solidus).
Rozwiazywanie wymaga dokladnego $ledzenia powierzchni migdzyfazowej, wyznaczajacej granice
tych domen (ang. front tracking method, Crank [9]). Podstawowa wada tej metody jest pracochtonny
numerycznie proces regeneracji siatki obliczeniowej w kazdym kroku czasowym.

Druga metoda polega na takiej modyfikacji réwnan transportu i energii, aby opisywaly
podstawowe wtasnosci obu faz, co pozwala na rozwiazywanie problemu krzepnigcia dla jedne;,
nieruchomej domeny obliczeniowej. Praktyczna realizacja tej metody jest tzw. metoda entalpowa
(ang. fixed grid enthalpy porosity method), jedna z najpopularniejszych obecnie metod symulacji
przeptywu z krzepnigciem cieczy (Ni, Beckermann [43]). Obok prostoty procedury numeryczne;j,
dodatkowa zaleta metody entalpowej jest brak ostrego przejscia z fazy cieklej do stalej, co pozwala
na modelowanie nie-izotermicznych proceséw krzepnigcia. Systematyczne pordwnanie obu tych
metod, wskazujace na ich zalety i mankamenty, zostalo przedstawione w pracy Vollera [61].
Interesujace jest takze porownanie wynikow symulacji numerycznych przeprowadzonych tymi
metodami z przebiegiem eksperymentow (Giangi [17, 18], Banaszka [4] oraz Kowalewskiego, Rebowa
[33]), pokazujace rozbieznosci w uzyskanych rezultatach i wskazujacych na silny wplyw na uzyskane
rozwigzanie zaré6wno termicznych warunkow brzegowych, jak i1 zaleznych od temperatury wlasnosci
cieczy. Nieizotermiczne przejscia fazowe, szczegodlnie dla substancji wielosktadnikowych, wiaza si¢
z procesem mikrosegregacji i tworzenia si¢ na powierzchni migdzyfazowej kolumnowych struktur
(dendrytow), powaznie modyfikujacych wymiang ciepta 1 masy w tym obszarze. Uwzglednienie
takich proceséw wymaga stosowania specjalnych metod lokalnych, np. tzw. metody po6l fazowych
(ang. Phase Field Metod, Fabbri, Voller [13]). Niestety, do tej pory nie podano zadnej implementacji
tej metody wykraczajacej poza model dynamiki wzrostu pojedynczych dendrytow.

Osobna kategori¢ stanowi réwnie trudny problem modelowania granicy rozdzialu faz przy
uwzglednieniu wptywu napigcia powierzchniowego. Tego typu modelowanie jest konieczne dla
prawidlowego opisu swobodnej powierzchni cieczy podczas procesu wypelniania form
odlewniczych. Obecnie standardowa metoda, wykorzystujaca nieruchoma siatk¢ do modelowania
rozdzialu faz cieklej i gazowej, jest tzw. metoda VoF (ang. Volume of Fluid). Jej podstawy zostaty
przedstawione w pracy Hirta [24], a szczegdly implementacji z uwzglednieniem napigcia
powierzchniowego opisano w pracy Brackbilla i wspotautoréw [8].

W niniejszym rozdziale zebrano podstawowe informacje na temat numerycznego modelowania
proceséw krzepnigcia w obecnosci przeptywu konwekcyjnego oraz przeptywu z powierzchnia
rozdzialu faz. Wszystkie wymienione metody bazuja na podstawowym w mechanice plynow
uktadzie réwnan rézniczkowych i warunkéw brzegowo-poczatkowych opisujacych transport masy i
energii. Uwzglednienie w symulacjach numerycznych przemian fazowych i powierzchni rozdziatu
faz wymaga jednak modyfikacji rownan podstawowych. Konkretne realizacje rdéznia si¢ réwniez
szczegotowymi zatozeniami oraz sposobem realizacji procedur numerycznych. Ponizej
przedstawiono podstawowe rownania i warunki brzegowo-poczatkowe opisujace omawiane procesy,
a nastgpnie zalozenia 1 cechy stosowanych w pracy algorytmow.
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3.1. Postawienie problemu dla celow numerycznej mechaniki ptynow

Symulacje krzepnigcia w obecnosci konwekcji naturalnej i/lub przeptywow z powierzchnia rozdziatu
wymagaja rozwiazania sprzezonego uktadu rownan opisujacych wymiang ciepta i masy dla dwoch
faz oraz rownania Naviera-Stokes’a. Dla plyndéw niescisliwych uktad ten sktada si¢ z:

e zasady zachowania masy

ou  oOv Oow _
oty a0 G1D
e zasady zachowania pedu

ou ou ou ou o .
—+pu—+pv—+pw—=—-+diviuVu)+G_+S, +F_ 3.1.2
P P P o P T (2Vu) (3.12)
ov ov ov ov op .
—+pu—+pv—+pw—=—"—+divigVv)+G +S, +F 1.
P P P P (uVV)+G, +8,+F, (3.13)
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e zasady zachowania energii
6(c i ) 8(c T

0 0
p{ (;’;T)+u (chT)+v o +w 8}; )}:div(kVT)+ST (3.1.5)

gdzie wystgpujace po prawej stronie symbole G, S, F., oraz Sy oznaczaja cztony Zrdédlowe.

Roéwnania rézniczkowe (3.1.1)-(3.1.5) wraz z odpowiednimi warunkami brzegowymi oraz
warunkami poczatkowymi okreslajacymi predko$¢ i temperaturg w analizowanym obszarze w chwili
t=ty stanowia problem poczatkowo — brzegowy, ktéry jest przedmiotem rozwazan numerycznej
mechaniki ptyndéw. Jego rozwiazanie prowadzi do wyznaczenia sktadowych predkosci u, v, w,
temperatury 7, ci$nienia p oraz potozenia granicy faz.

W rozpatrywanych przeplywach cztonem zrédlowym, odpowiedzialnym za generacje przeptywu
konwekcyjnego, jest czton wypornosciowy G. Przy modelowaniu konwekcji naturalnej najczgsciej
czton ten jest upraszczany przez przyjecie stalej wartoSci wspotczynnika rozszerzalnosci
objgtosciowej cieczy £ 1 wyraza sig liniowa zalezno$cig sity wyporu od temperatury:

G =9pf(T-Ty (3.1.6)

gdzie ¢ oznacza wektor przyspieszenia ziemskiego. W wielu przypadkach takie uproszczenie
prowadzi do duzych bledéw, a przy modelowaniu konwekcji naturalnej wody w poblizu punktu
anomalii gestosci jest niedopuszczalne. W niniejszej pracy uwzgledniano nieliniowa charakterystyke
cztonu wypornosciowego przyjmujac funkcyjng zaleznos¢ gestosci ptynu od temperatury:

G =9 (x(D)-p(Tv)) (3.1.7)

Czlony zrodtowe S w réwnaniu transportu masy wykorzystywane sa przy modelowaniu procesow
przemiany fazowej i zostalty omowione w ponizej. Czton zrodlowy F, pojawia si¢ natomiast przy
modelowaniu przeptywu ze swobodna powierzchnia (rozdziat 3.1.3) 1 odpowiada za sily napigcia
powierzchniowego. Dodatkowy strumien ciepta zwiazany z przemiana fazowa opisuje czlon
zrodlowy réwnania energii St

Istnieje szereg metod dyskretyzacji i rozwiazywania rownan Naviera-Stokes’a (3.1.1)-(3.1.4),
kazda z nich ma swoje wady i zalety. Ze wzgledu na problemy numeryczne z cztonem ci$nieniowym,
czesto stosowanym podejsciem jest transformacja tych réwnan do réwnan transportu wirowos$ci
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(Davis [11]). Zastosowanie takiej transformacji pozwala wyeliminowa¢ z réwnan cisnienie, co
znacznie upraszcza metodg rozwiazywania. Wada tej metody jest to, iz wynikowe pola predkosci nie
zawsze spetniaja rownanie ciaglosci (3.1.1), ktére w tej reprezentacji ulega redukcji. Wsr6d metod
bezposredniego rozwiazywania uktadu (3.1.1)-(3.1.4) mozna wyr6zni¢ metody projekcyjne (Ferziger,
Peric [14]), z ktorych najbardziej rozpowszechnione sa zaproponowane przez Patankara algorytmy
SIMPLE 1 SIMPLEC ([46]) oraz przez Issa algorytm PISO ([25]). Klopoty numeryczne z cztonem
ciSnieniowym rozwiazano tutaj droga dodatkowych korekt sktadowych predkosci, thumiacych
niefizyczne oscylacje ci$nienia (ang. checkboard pressure).

3.1.1. Modelowanie procesu krzepnigcia

Modelowanie proceséw krzepnigcia wymaga, jak wspomniano na wstgpie, uwzglednienia w
rownaniach (3.1.1) - (3.1.5) dodatkowych cztonow zroédtowych, odpowiedzialnych za modyfikacje
transportu energii i masy. Z fizycznego punktu widzenia zjawisko krzepnig¢cia mozna rozdzieli¢ na
dwa niezalezne procesy: konwekcyjnego transportu energii i masy w ptynie i przewodnictwa
cieplnego w fazie statej. Te dwa procesy sa sprzezone réwnaniem przemiany fazowej, opisujacym
przemieszczanie si¢ granicy migdzy obu fazami. Rozwiazanie tak postawionego problemu sprowadza
si¢ do znalezienia tej granicy i wygenerowania rozwiazan dla kazdej z faz. Wyznaczenie tej granicy
polega na znalezieniu powierzchni o temperaturze przej$cia fazowego /(¢). Oba rozwiazania, dla fazy
ciektej i statej, musza by¢ zgodne na zmiennej granicy. Dla uzyskania tej zgodno$ci przyjmuje sig
dodatkowe dwa zwiazki: warunek zgodno$ci temperatur oraz warunek zgodno$ci bilansu strumieni
ciepta. Ten ostatni warunek, zwany warunkiem Stefana, opisuje dodatkowy strumien ciepta przez
powierzchnie granicy faz zwiazany z przemiana fazowa:

T
on

T
on

ov
Y
; p@n

(3.1.8)

s r

Warunek Stefana umozliwia obliczenie zmian potozenia granicy mig¢dzyfazowej. W obliczeniach
numerycznych pociaga to za soba konieczno$¢ generowania w kazdym kroku czasowym nowej siatki
obliczeniowe;j.

Podstawy teoretyczne metody $ledzenia frontu opisane sa w ksiazce Cranka [9], natomiast
implementacja oraz przyklady rozwiazan dla proceséw krzepnigcia substancji jednosktadnikowych
zostaly przedstawione m.in. w pracy Yeoh’a i wspotautorow [67]. Na metodzie §ledzenia frontu jest
oparty stosowany przez autoroOw niniejszej pracy program ICE3D [68].

Z uwagi na komplikacje numeryczne metoda $ledzenia frontu jest niemal wylacznie domena
badan teoretycznych w o$rodkach akademickich. W praktycznych realizacjach najczegsciej
wykorzystywana jest jedno-obszarowa metoda entalpowa Voller [62], Bennona i Incropery [7].
Podstawa tej metody jest zalozenie, ze ten sam uktad réwnan rézniczkowych oraz warunkow
brzegowych obowiazuje w catej domenie obliczeniowej 2. Temu uproszczeniu stuzy wprowadzenie
wspotczynnika, zwanego frakcja cieczy (ang. liquid fraction), opisujacego stan skupienia materiatu w
danym punkcie domeny:

0 dla T<T
T-T
fi=\y—p dla T,<T<T| (3.1.9)
l s
| dla T,<T

Warto$¢ wspoétczynnika frakcji zmienia si¢ od 0 dla fazy statej do / dla fazy cieklej. Dla przemiany
izotermicznej odpowiada to skokowej zmianie na granicy faz. W rzeczywistosci konieczne jest
przyjecie ciaglej zmiany witasno$ci 1 obok fazy cieklej i statej pojawia si¢ obszar przejSciowym
(T, < T < T)), gdzie frakcja cieczy okreslona jest przez warto$ci utamkowe. Istnienie takiego obszaru jest
w wielu przypadkach fizycznie uzasadnione, odpowiada on tzw. mushy zone, porowatej strukturze
obserwowanej na granicy faz dla przemian nieizotermicznych i substancji wielosktadnikowych.
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W metodzie jedno-domenowej przeptyw ciepta wygodnie jest opisywa¢ zmianami entalpii
osrodka. Przyjmujac zalozenie o liniowej zmienno$ci ciepla przemiany fazowe] migdzy
temperaturami solidus i liquidus, entalpi¢ /#(7) w dowolnym punkcie obszaru (2 mozna okresli¢
wzorem:

WT) = jcpdmm (3.1.10)

Iy

Frakcja cieczy shuzy takze do okreslenia ciaglej zmiany wtasnosci termofizycznych osrodka
(ciepta wlasciwego ¢, oraz przewodnosci cieplnej k) oraz wygaszania predkosci na granicy z faza
stala. Potrzebne zwiazki w formie liniowej kombinacji wielko$ci odpowiadajacych fazie stalej i
cieklej maja postac:

u=fu, (3.1.11)
V=1, (3.1.12)
w=fw (3.1.13)

=fic, + (1= f)e, (3.1.14)
k= fk +(1=f)k, (3.1.15)

Odrgbnego oméwienia wymaga posta¢ dodatkowych cztondéw zrodtowych S, wystepujacych w
réwnaniach (3.1.2)-(3.1.4). Czlony te stuza do modyfikacji tych réwnan, tak by ich posta¢ dla ptynu
(fs =1) odpowiadata réwnaniom Naviera-Stokes’a, a dla fazy statej gwarantowala zerowanie sig¢ pola
predkosci. Praktycznie oznacza to dobor odpowiednich funkeji, zapewniajacych ciagtos¢ pochodnych
1 stabilny proces numeryczny:

S =- f(l g())m (3.1.16)
+

S =- f(l gém (3.1.17)
+

S =- f(l g())m (3.1.18)
+

Mozna zauwazy¢, ze dla temperatur powyzej punktu topnienia (f;=1) te cztony Zrédtowe znikaja w
réwnaniach przeptywu. Dla fazy stalej ich wysoka warto$¢ powoduje natomiast zerowanie pola
predkosci. Gdy temperatura osrodka 7 przyjmuje wartosci posrednie z przedziatu [T}, 77] otrzymuje
si¢ niezerowe wartos$ci czlondéw zrodtowych S. Dzigki temu réwnania przeptywu opisuja pole
predkosci na granicy faz, tak jak w os$rodku porowatym. Takim os$rodkiem w zagadnieniach
odlewniczych jest obszar przejsciowy zajety przez krzepnacy metal 1 tworzace si¢ w nim dendryty.

Metoda entalpowa z uwagi na prostot¢ i przydatno§¢ do modelowania nieizotermicznych
procesow krzepnigcia stosowana jest bardzo czgsto w kodach komercyjnych i uniwersyteckich.
Przyktadami moga by¢ m.in. programy Fluent [16], Fidap [15] 1 Nc4mar [18]. Do popularnosci
metody entalpowej przyczynia si¢ brak konieczno$ci regeneracji siatki obliczeniowej w kazdym
kroku czasowym symulacji numerycznej, co istotnie zwigksza wydajnos¢ obliczen. Ponadto, metoda
ta daje lepsze rezultaty w poréwnaniu z metoda Sledzenia frontu przy modelowaniu krzepnigcia
materialéw anizotropowych, takich jak stopy metali. Poprzez implementacje odpowiednich cztonow
zrodlowych, istnieje mozliwos¢ modelowania innych, dodatkowych procesow, takich jak
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przechtodzenie 1 powstawanie tzw. mushy zone. Mankamentem metody entalpowej sa trudne do
uniknigcia oscylacje pola temperatury pojawiajace si¢ w poblizu frontu migdzyfazowego, przy
stosowaniu niewystarczajaco gestych siatek obliczeniowych.

3.1.2. Modelowanie przeplywow ze swobodna powierzchnig

Modelowanie swobodnej powierzchni w przeptywach opiera si¢ najczesciej na metodzie VoF (ang.
Volume of Fluid, Hirt [24]), pozwalajacej na uwzglednienie w modelach numerycznych sit napigcia
powierzchniowego. Metoda VoF wyznacza powierzchni¢ rozdziatu pomigdzy fazami (na ogét ciecza
1 gazem) na podstawie rozwigzania rOwnania ciagtosci dla objetosciowej frakcji jednego ze
sktadnikéw. Rownanie to ma nastepujaca postac:

o,

u—t+v=Lt4

=0 (3.1.19)
ot Ox oy 0z

Objgtosciowa frakcja jest dodatkowa zmienna dla fazy cieklej f, okreslajaca jej utamkowy
udzial w kazdej komorce obliczeniowej, przy czym zachowany jest nastgpujacy warunek:

fi+f, =1 (3.1.20)

Zaklada sig, podobnie jak w metodzie entalpowej, ze wielkoSci opisujace wlasciwosci termo-fizyczne
substancji zaleza liniowo od utamka kazdej z frakcji objetosciowe;:

p=1ioi+ 1o, (3.1.21)
1= Ly + foH, (3.1.22)
C, = J1C+ [ (3.1.23)
k= fik + fk, (3.1.24)
Podobnie predkosci ptynu w rownaniach ruchu wyrazaja si¢ przez utamki frakeji faz:
u=fu +fu, (3.1.25)
v+, (3.1.26)
w=fiw, + f,w, (3.1.27)

Dzigki takiej definicji mozliwe jest opisanie tymi samymi réwnaniami ruchu zachowania si¢ obydwu
faz w calym obszarze obliczeniowym (2. Oddziatywanie mi¢dzy fazami na granicy rozdziatu jest
modelowane w rownaniach (3.1.2)-(3.1.4) za pomoca dodatkowego cztonu zroédlowego £ w postaci:

Foeo LTV (3.1.28)

’ ;(pl+pg)

Czlon ten zalezy od napigcia powierzchniowego o, gradientu frakcji objgtosciowej f,, lokalnej
krzywizny powierzchni swobodnej y oraz ggstosci p. Latwo zauwazy¢, ze dla wszystkich komodrek
obliczeniowych wypetnionych tylko przez jedna z faz, czton F, znika z powodu zerowego gradientu
frakcji objetosciowe;.

Podobnie jak w metodzie entalpowej, metoda VoF wymaga stosowania bardzo ggstych siatek

obliczeniowych na granicy faz. Jej efektywne wykorzystanie w przeptywie z ruchoma granica
(wypelnianie naczyn) wiaze si¢ z koniecznoscia dodatkowego zaggszczania siatki obliczeniowej w
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poblizu szybko przemieszczajacego si¢ frontu fazowego. Taka implementacja metody wraz z

dynamicznym zaggszczaniem siatki jest dostgpna w stosowanym w tej pracy programie numerycznym
FLUENT 6.2 [16].

3.2. Modele fizyczne i metody wykonywania symulacji procesow odlewniczych

Z uwagi na konieczno$¢ rozwigzywania probleméw o skomplikowanej geometrii i istotne dla
praktyki ograniczenie czasu obliczen, programy odlewnicze w swojej najprostszej postaci czgsto
sprowadzaly si¢ do rozwiazania problemu przewodnictwa ciepla i krzepnigcia stopu w formie.
Matematycznie proces ten opisany jest zagadnieniem poczatkowo-brzegowym dla roéwnania
rozniczkowego przewodzenia ciepta (3.1.5), przy czym poszukiwanym rozwiazaniem jest rozktad
temperatury 7=7(x,y,z,t) w funkcji potozenia x, y, z i czasu . Analizowany obszar przewodzenia ciepta
dzieli si¢ na podobszary Q;, Q,, zajete przez fazg ciekla i stata stopu, oraz dodatkowo wydzielony
podobszar € zajety przez formg. Powierzchnia brzegowa 0€2;, ograniczajaca obszar £ jest stala,
natomiast powierzchnie brzegowe 0Q;, 0Q; obszarow €; i Q; zmieniaja si¢ wraz ze spadkiem
temperatury, gdy faza ciekla kurczy sig, a stala powigksza. Dla materiatow typowych dla
odlewnictwa obszary €; 1 £, rozgranicza obszar przejsciowy, gdzie obserwuje si¢ stopniowa
przemiang fazy cieklej w stata. W najwigkszym uproszczeniu przyjmuje si¢ jednak, ze granica
miedzy faza ciekla i stala stanowi zmienna w czasie powierzchni¢ s(f), wyznaczona przez czgs$¢
wspolna powierzchni 09, 1 09, (s(f) =02, 0€;). Przy przejsciu przez t¢ powierzchni¢ stop wydziela
cieplo krzepnigcia 4 w temperaturze T, a udziat fazy stalej f; doznaje skoku: £,=0 dla (x,y,z) € Q;1 f=1
dla (x,y,z) € Q,. Rozwiazania rdwnania energii (3.1.5), spetniajacego warunki poczatkowe i brzegowe
poszukuje si¢ dla kazdej z domen obliczeniowych. Potozenie granicy migdzyfazowej s(f) okresla
warunek Stefana (3.1.8). W pelnym opisie problemu dochodza dodatkowo warunki ciaglosci
strumienia ciepta przekazywanego pomigdzy forma a stopem odlewniczym i odpowiednie warunki
brzegowe wymiany ciepta uktadu forma-odlew z otoczeniem.

Typowe dla procesow metalurgicznych sa silne zmiany wilasnosci materialowych z
temperatura. Ich uwzglednienie w modelu numerycznym czgsto stwarza klopoty z uwagi na brak
wystarczajaco precyzyjnych informacji literaturowych. Dalszy rozwdj komercyjnych programow
odlewniczych koncentruje si¢ na dodatkowych modyfikacjach modeli fizycznych, warunkow
brzegowych 1 poczatkowych, tak by mozliwie $ci§le opisywaly przebieg fizycznego zjawiska. Na
przyktad zauwazono, ze istotna poprawe wynikdw mozna uzyskaé przez uwzglednienie wpltywu
procesu zalewania na poczatkowy rozktad temperatury stopu, deformowanie si¢ stygnacego odlewu,
segregacje sktadnikéw chemicznych, tworzenie si¢ dendrytow 1 ksztaltowanie mikrostruktury
materiatu. Uwzglednianie tych dodatkowych efektow prowadzi do rozbudowanych modeli, w ktérych
konieczne jest rozwiazywanie petnego, sprzezonego uktadu réwnan masy, momentu pgdu oraz energii.
Zaleznie od zalozen programu, rézne procesy (zalewania formy, tworzenia mikrostruktury, deformacji,
pekania odlewow, itd.) rozwiazywane sa razem (sprz¢zenie rownan) lub osobno. Z uwagi na zlozone
ksztalty geometryczne, komercyjne programy odlewnicze budowane sa w oparciu o metody roznic
skonczonych (MRS) i1 elementéw skonczonych (MES). Specyficzny dla odlewnictwa problem
analizy sprzezen pol temperatury i naprg¢zen skutecznie rozwiazuje si¢ metoda elementow
skonczonych. Problem mikrostruktury materialu rozwiazuje si¢ uzywajac wielu metod: MES, MES w
potaczeniu z automatami komérkowymi 1 metodami stochastycznymi, uwzgledniajac w modelu
fizycznym przechtodzenie stopu i dynamik¢ procesu stygnigcia. W przeciwienstwie do symulacji
akademickich, obok koniecznosci bardzo precyzyjnego modelowania geometrii i wlasnosci
materiatow, istotny dla zastosowan przemystowych jest czas obliczen. Wprowadzanie koniecznych z
tego wzgledu uproszczen modeli numerycznych, jak pokazano w dalszej czg$ci pracy, moze jednak
prowadzi¢ do trudnych do przewidzenia rozbieznosci rozwiazan numerycznych i przebiegu zjawiska
fizycznego.
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3.3. Metody dyskretyzacji

Numeryczna mechanika pltynéw bazuje na metodach dyskretyzacji domeny obliczeniowej 1
stosowane algorytmy rozwiazywania podstawowego zestawu réwnan (3.1.1-3.1.5) sa Scisle
powiazane z tymi metodami. Glownym celem numerycznej czgsci pracy byla ocena mozliwosci 1
doktadno$ci modelowania proceséw krzepnigcia, przeptywu konwekcyjnego oraz przeptywu
dwufazowego =z powierzchnia rozdzialu. Symulacje numeryczne wykonano programami
wykorzystujacymi rézne metody dyskretyzacji obszaru obliczeniowego. Kazda z istniejacych metod
ma swoje zalety 1 wady. Do metod wykorzystanych w prezentowanych dalej obliczeniach naleza:

e metoda objetosci skonczonych (MOS) [46]
e metoda réznic skonczonych (MRS) [11, 14]
¢ metoda elementow skonczonych (MES) [14]
e metoda bezsiatkowa [3, 37]

Pierwsze trzy metody naleza do klasycznych 1 sa stosowane od wielu lat zar6wno w kodach
akademickich jak i komercyjnych. Ich opis mozna znalez¢ w wigkszosci podrgcznikow metod
numerycznych. Metody bezsiatkowe naleza do nowych metod, nie majacych jeszcze duzego
praktycznego zastosowania w mechanice plynow. Tym niemniej, uzyskiwana dzigki uniknigciu
skomplikowanego generowania siatki obliczeniowej elastycznos$¢ tych metod w opisie niemal
dowolnych geometrii jest bardzo atrakcyjna dla zastosowan przemystowych. Metody bezsiatkowe
pozwalaja na szybsze wyznaczenie wspolczynnikow uktadu réwnan algebraicznych dla calego
obszaru obliczeniowego przy uzyciu dowolnie roziozonego zbioru punktow. Punkty te moga by¢
generowane wewnatrz domeny obliczeniowej rownomiernie lub losowo. Dodatkowo punkty mozna
w latwy sposob zageszczaé w najbardziej interesujacych rejonach przez dodawanie kolejnych,
uzyskujac dzigki temu odpowiednik siatek adaptacyjnych. Istnieje wiele odmian metod
bezsiatkowych z réznego typu aproksymacjami — obszerny ich przeglad mozna znalez¢ w ksiazkach
Liu [37] lub Alturi [3]. Do tej pory jedynie kilka z nich zostato zastosowanych do rozwiazywania
probleméw transportu ciepta i przeptywu [55], w tym takze z przemiang fazowa [27].

W ramach obecnej pracy stworzono oparty o metode bezsiatkowa program numeryczny
SOLVMEF, rozwiazujacy zagadnienie przeplywu konwekcyjnego. W implementacji metody
zdecydowano si¢ wykorzysta¢ podej$cie oparte o model DAM (z ang. Diffuse Approximation
Method), bedacy $redniokwadratowa aproksymacja najmniejszych kwadratow pol skalarnych i ich
pochodnych. Doktadny opis metody w zastosowaniu do przeptywdéw lepkich i termicznych mozna
znalez¢ w pracach Sadat [54] oraz Prax [48]. Metoda moze by¢ zastosowana do dowolnego
rozmieszczenia punktéw kolokacyjnych. Dla uproszczenia procedury testowej w naszych
obliczeniach, prezentowanych w dalszej czg$ci niniejszej pracy, ograniczono si¢ do rownomiernego
rozktadu punktow. Przy tak uproszczonym podejsciu i przy zastosowaniu prostej postaci tzw. funkcji
bazowych: (I, x, y, x°, xy, yz), wzory roznicowe na pierwsze i1 drugie pochodne dowolnej funkcji
mozna wyprowadzi¢ analitycznie.

Aproksymacja DAM pierwszych i drugich pochodnych skalarnej funkcji @ w dowolnym
punkcie P wyraza si¢ prostymi wzorami, przypominajacymi wzory roZnicowe:

oD _ ml((DE _(DW)+m2(q)NE _CDNW)+m2(cDSE _CDSW)

(3.3.1)
Ox 2hm, +4hm,
agzml(q),v—q)s)-i-mz(q)w_(Dsw)erz(cDNE_(DSE) (3.3.2)
Oy 2hm, +4hm,
I’ D, 20,4+, (3.3.3)

ox? h’
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IO Dy 20, + D

6)22 hz (3.3.4)
azq) _ (DSW +(DNE _(DNW _(DNE (3.3_5)
Oxoy 4n*

We wzorach & oznacza odlegto$¢ pomiedzy sasiednimi punktami, tak jak na rys. 10, a @p, @y, Ds,
DOy, s, Dy, One, Dsw, Dsp oznaczaja wartosci funkceji aproksymowanej w punktach bedacych w
bezposrednim sasiedztwie punktu P, m;, m, oznaczaja wartosci tzw. funkcji wagowej. Funkcja
wagowa okresla zakres oddziatywania aproksymacji i najczgsciej jest przyjmowana w postaci:

p 2
m(P.Z) = exp{—ln(lO)(hﬁ) :l dla r<h/2 (3.3.6)
0 dla r>h2

gdzie r jest odlegloscia pomiedzy punktem P a Z (Z jest dowolnym punktem z otoczenia punktu P,
m; = m(P,N)=m(P,S)=m(P,E)=m(P,W), m=m(P,NE)=m(P,NW)=m(P,SE)=m(P,SW)).

Macierz uktadu rownan liniowych otrzymanych z zastosowaniem opisanej aproksymacji jest
rzadka, a ilo$¢ niezerowych wspotczynnikow w kazdym wierszu macierzy jest Scisle zwiazana z
iloscia punktow wzigtych pod uwage dla wyprowadzenia wzordéw réznicowych. Kazda molekuta
obliczeniowa (rys. 10) sklada si¢ z dziewigciu punktow. Zatem w kazdym wierszu macierzy otrzymano
nie wigcej niz dziewig¢ niezerowych wspolczynnikéw. Jednak z uwagi na trudnosci efektywnej
faktoryzacji tak powstatej macierzy, otrzymany uktad musi by¢ rozwiazywany klasyczna metoda
Gaussa — Seidla. Nie jest to efektywne i jest to tez jeden z powodow ograniczajacych szersze
stosowanie metod bezsiatkowych.

NW. .N .NE
h
P
we . 4 , 13
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Rys. 10. Przyktadowe rozmieszczenie punktow obliczeniowych w aproksymacji DAM
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